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1 Einleitung und Grundlagen

In diesem Kapitel geben wir zunéchst eine kurze Einlei-
tung und einen Uberblick iiber das Thema dieses Buches
(Unterkapitel 1.1) und wiederholen anschliefSend einige
wichtige mathematische Grundlagen (Unterkapitel 1.2).

1.1 Einleitung und Uberblick

Maschinelles Lernen ist eine Teildisziplin der kiinstlichen
Intelligenz und beschiftigt sich mit der Entwicklung von
Methoden zur automatischen Extraktion von Mustern
und Regelmifligkeiten aus Daten, um neue dhnliche Da-
ten in intelligenter Weise bearbeiten zu kénnen. Es gibt
viele Definitionen des maschinellen Lernens, wir wer-
den uns hier an [Tom M. Mitchell. Machine Learning.
McGraw-Hill Science, 1997] orientieren:

A computer program is said to learn from ex-
perience E with respect to some class of tasks
T and performance measure P, if its perfor-
mance at tasks in T, measured by P, improves
with experience E.

Je nach Instantiierung der Komponenten E, T und P
konnen verschiedene spezielle Ansédtze des maschinellen
Lernens charakterisiert werden. Eine typische Aufgabe
des iiberwachten Lernens ist die Klassifikation, beispiels-
weise die Klassifikation von Bildern als ,Katze” oder
,Hund”. In diesem Fall ist die Erfahrung (Komponente
E) gegeben durch eine Menge von bereits klassifizierten
Bildern und die Aufgabe (Komponente T) besteht dar-
in, Muster in E zu erlernen, sodass neue Bilder entspre-
chend klassifiziert werden konnen. Ein Maf fiir die Gtite
dieses Ansatzes (Komponente P) ist dann beispielsweise
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die Genauigkeit in der Klassifizierung neuer Bilder. Die
klassische Unterteilung von Ansitzen des maschinellen
Lernens erfolgt nach der Natur von E in das iiberwachte
Lernen, das uniiberwachte Lernen und das Reinforcement
Learning. Wir werden in diesem Kurs dieser Unterteilung
folgen und zusétzlich noch einen Fokus auf das soge-
nannte Deep Learning setzen, einer Familie von Ansitzen,
die grundsétzlich alle zuvor genannten Problembereiche
des maschinellen Lernens abdeckt und in den letzten 10
Jahren zunehmend an Bedeutung gewonnen hat.

Das Buch ,Maschinelles Lernen” ist in 6 Kapitel ge-
gliedert:

1. Einleitung und Grundlagen
Uberwachtes Lernen
Untiberwachtes Lernen
Reinforcement Learning

Deep Learning

S S

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rest von Kapitel 1 werden wir einige wichtige mathe-
matische Grundlagen, die fiir das Verstdndnis des rest-
lichen Materials notwendig sind, wiederholen. Kapitel 2
fuhrt in das tiberwachte maschinelle Lernen ein, insbe-
sondere werden dort lineare Regression, logistische Re-
gression, Support Vector Machines, die Nachste-Nachbarn-
Klassifikation, die Bayes-Klassifikation und die Entschei-
dungsbdaume diskutiert. Kapitel 3 behandelt das uniiber-
wachte Lernen und insbesondere K-Means-Clustering,
hierarchisches Clustering, Assoziationsregellernen, An-
omalieerkennung und die Hauptkomponentenanalyse.
Kapitel 4 gibt einen Uberblick iiber das Reinforcement
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Learning, insbesondere Markov-Entscheidungsprozesse,
sowie das aktive und passive Reinforcement Learning. Ka-
pitel 5 behandelt das Deep Learning und gibt insbesonde-
re einen Uberblick iiber kiinstliche neuronale Netzwerke,
Convolutional Neural Networks, Recurrent Neural Networks
und das Lernen von Reprasentationen. Kapitel 6 schliefst
dieses Buch mit einer Zusammenfassung und einem kur-
zen Ausblick ab.

1.2 Grundlagen

In diesem Unterkapitel werden einige mathematische
Grundlagen, die zum weiteren Verstandnis bendtigt wer-
den, wiederholt. Die Darstellung in diesem Unterkapitel
ist absichtlich sehr knapp und dient nicht der Vermitt-
lung der tatsdchlichen mathematischen Inhalte. Alle in
diesem Unterkapitel aufgefiihrten Techniken sollten der
Leserin/dem Leser prinzipiell bekannt sein und die Wie-
derholung dient ausschliefllich der Fixierung von Begrif-
fen und Notation. Es ist der Leserin und dem Leser ge-
raten, sich fehlendes Wissen in diesen Bereichen gegebe-
nenfalls anderweitig anzueignen.

1.2.1 Grundlegende Notationen

Die Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0 wird mit IN
bezeichnet, die Menge der nattirlichen Zahlen mit 0 wird
mit Ny bezeichnet. Z ist die Menge der ganzen Zahlen.
Weiterhin bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen
mit IR, die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen mit
R’ und die Menge der positiven reellen Zahlen mit IR>?.
Zur Darstellung von Dezimalzahlen verwenden wir die
englische Schreibweise und benutzen den Punkt als Dezi-
maltrennzeichen, d. h., wir schreiben beispielsweise 1.23
tiir die Zahl %.
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Eine Multimenge ist eine Menge, bei der Elemente
mehrfach auftreten konnen, beispielsweise ist {1,3,3,5, 6}
eine Multimenge nattirlicher Zahlen. Mengenoperatio-
nen auf Multimengen sind analog zu normalen Men-
gen definiert, wobei Mehrfachvorkommen entsprechend
berticksichtigt werden. Beispielsweise ist also {1,3,3,4} U
{3,4,5} =11,3,3,3,4,4,5} und {3,3,4,5} \ (3,4} = {3,5}.

1.2.2 O-Notation

Fiir eine Funktion f : IN — IN bezeichnet O(f) die Menge
der Funktionen, die asymptotisch nicht schneller als f
wachsen:

O(f)={g:N—>N|Jc>0:dnpyeN:
Vn>ng: g(n) <cf(n)}

1.2.3 Lineare Algebra

Ein (Spalten-)Vektor (oder Punkt) x ist ein Tupel x € R"
(fur n € N). Sind x7,...,x,; € R die Komponenten von x so
schreiben wir

X1 X1

X = = =(X1,...,xn)T

Xn Xn
wobei , T” hierbei fiir ,transponiert” steht. Beachten Sie,
dass wir fiir die Darstellung von Vektoren sowohl runde
(-) als auch eckige Klammern [-] benutzen. 0 bezeichne

den Nullvektor, d. h., 0= (0,...,0)T (der Kontext gibt dabei
an, wie viele Nullen der Vektor enthélt). Die Euklidische
Norm ||-|| bildet einen Vektor x = (x1,...,x,)! € R” auf seine
Lange im Raum ab, d.h,,

llxll = 2% +... + x5
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Eine Matrix X ist eine zwei-dimensionale Struktur X €
R™™ mit n,m € N, wobei n die Anzahl der Zeilen und m
die Anzahl der Spalten bezeichnet, also

X11 .-+ X1m X111 ..o X1m
xn’l e anm anl e x”/m

Auch fiir die Darstellung von Matrizen benutzen wir so-
wohl runde (-) als auch eckige Klammern [-]. Die trans-
ponierte Matrix X € R"™" einer Matrix X € R™" ist de-
finiert durch

X1,1 - Xl
X =
x]_,m s xn/m

Ist x € R"™ und X € R™™  so ist

X111 --- X1m X1

x”/l cee xn,m Xm
X11X1+ ...+ X1 mXm

= : eR"
x”llxl + e + xn/mxm
Ist X € R™" und Y € R"™, 5o ist
X111 - Xim i - Yk
XY = : : :
xn,1 een xn,m ym,l . ym,k
X1,1Y1,1 +...+ X1,mYm1 - X11Y1k +...+ X1,mYmk
Xn1Y1,1 +...+ XnmYm1 -+ XniYik +...+ Xn,mYmk
c IRnXk
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Beachten Sie noch zwei Spezialfille fiir Vektoren x =
(x1,..., %),y =(y1,...,yn)T € R". Es gilt

Ul
xTy:(xl,...,xn) =yt €R

Yn

und xTy heiflt auch (Standard-)Skalarprodukt von x und y.
Andererseits ist

X1 X1y1 ... X1Yn
xy = (ylz---/yn)= GRHXH
Xn XnY1 - XnlYn
Die Inverse einer quadratischen Matrix X € R™" wird

(falls sie existiert) mit X~! bezeichnet. Ist I € R™" die
Einheitsmatrix der Grofe n, also

1 0 ... ... 0
0 .
[=] :
0
0 0 1

so gilt
xxt=x1x=1
Eine Matrix X € R™" mit

X11 -+ X1in
X — . .
lell “es Xn,n

heifdt symmetrisch, wenn Xij=Xji furallei,j=1,...,n.Eine
symmetrische Matrix X heif$t positiv definit, wenn fiir alle
xeR™\ {6}, xIXx>0 gilt.
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Ist X € R™", so ist X]|; j mit i,j € {1,...,n} die Matrix,
die aus X entsteht, wenn man die i-te Zeile und j-te Spalte
entfernt, d. h.,

X1,1 . xllj_l X1,j+1 .o X1nm
Xl ;= Xi-11 -+ Xi-1,j-1 Xi-1,j+1 .- Xi-1n
l/ - . . . . . .
J Xi+1,1 -+ Xitl,j-1 Xi+1,j+1  --- Xi+ln
Xn,1 ceo xn,]‘_l xn,j+1 e Xpn

Die Determinante det X von X € R™" ist definiert durch
n .
det X = (—1)1+1xi,1det X|i,1

i=1

wobei det X = x1 127 — X211 2 flir X € R¥*2 gilt.
Eine Zahl A € R heifdt Eigenwert einer symmetrischen
Matrix X € R™", wenn es x € R" \ {6} gibt mit

Xx=Ax

Der Vektor x heifist dann auch Eigenvektor von X zu A.
Jeder Eigenwert A ist Losung der Gleichung

det(X—AI) =0

Die algebraische Vielfachheit von A ist die Zahl, wie oft A
Nullstelle von det(X — Al) ist. Ist die algebraische Viel-
fachheit grofier 1, so sagen wir auch, dass A mehrfacher
Eigenwert von X ist. Ist v Eigenvektor von X zu A, so ist
auch aw fiir alle a« € R\ {0} Eigenvektor von X zu A.

Ein Vektor w € IR" ist eine Linearkombination von Vek-
toren vy, ...,v, € R" mit Koeffizienten ay, ..., a0, € R wenn

w:a101+...+amvm
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Die Menge aller Linearkombinationen w von V = {vy, ...,
vy} heifst der durch V' aufgespannte Unterraum von R™.
Eine Menge V = {vy,...,v;,} heifst linear unabhingig, wenn
kein Vektor v € V als Linearkombination von V'\ {v} dar-
gestellt werden kann. Solch eine Menge V heifst Basis von
R", wenn |V| = n. Eine Basis V von R" heifst orthogonal,
wenn vTw = 0 fiir alle v,w € V mit v # w. Eine orthogonale

Basis V heifst orthonormal wenn ||v|| =1 fiir allev e V.

1.2.4 Analysis

Ist f : R — R eine Funktion, so bezeichnet f’ die Ableitung
von f. Fiir eine Funktion mit mehreren Parametern, also
g:R" - Rmitxq,...,x, = g(x1,...,xp), ist

I9g
8x]~
turalle j=1,...,n diepartielle Ableitung von g bzgl. x;. Der

.....

vxll'“/xﬂ g =

Wir interpretieren Vy,, .y, auch als Funktion Vy,, 4, ¢:
R" - R" mit
)
Vxlrn-/xng(x) = :
2w
fir alle x € R". Sind die Argumente xq,...,x, aus dem

Kontext ersichtlich, so schreiben wir auch verkiirzt Vg
statt Vy, . v, 9.
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1.2.5 Optimierung

Ist f : R" — RR eine reellwertige Funktion, so bezeichnet

min £(x)

das Problem, einen Punkt £ € R" zu finden, so dass f(£) <
f(x) fiir alle x € R" gilt (und die Losung dieses Problems
ist dann der Funktionswert f(£) des gefundenen Punk-
tes X). Diese Art der Optimierungsprobleme nennt man
Minimierungsproblem ohne Nebenbedingungen. Eine nume-
rische Methode zur Losung solcher Probleme ist Gradi-
ent Descent (dt. Gradientenabstiegsverfahren). Sei dazu V f
wohldefiniert und y € R>?. Sei xq € R" beliebig und defi-
niere eine Folge x1,x3,... € R" via

xi = xi-1—yVf(xi-1) 1)

tiir alle i € IN. Ist y (die Lernrate) klein genug gewdhlt, so
gilt f(x0) > f(x1) > ... und xp,x1,... konvergiert gegen ein
lokales Minimum. Varianten von Gradient Descent ver-
kleinern y nach jeder Anwendung von (1) oder bestim-
men stets den optimalen Wert (zum Beispiel durch das
Liniensuchverfahren).

Ein Minimierungsproblem mit Nebenbedingungen hat die
Form

min £ (x)

sodass xe€ X

wobei die Bedingung x € X beispielsweise in Form von
Gleichungen und/oder Ungleichungen gegeben werden
kann, z. B.

. 2.,.2
min x5 +x 2
x1,%2€R 1 2 ( )

so dass x1+xp =2

17



Minimierungsprobleme mit Nebenbedingungen kénnen
grundsatzlich in Minimierungsprobleme ohne Nebenbe-
dingungen durch das Lagrange-Verfahren umgeformt wer-
den. Fiir das obige Beispiel (2), sei A € R (der Langrange-
Multiplikator) ausreichend grofS, dann ist jede Losung
von
min x% + x% + A +x0—2)? (3)
x1,%€R

auch eine Losung von (2) und andersherum.

Alles oben gesagte gilt natiirlich analog fiir Maximie-
rungsprobleme.

1.2.6 Stochastik

Fiir eine endliche Menge S = {x1,...,x,} C R heifst

x1+...+xn
n

=
Mittelwert von S und

\/(xl—fc)2+...+(xn—f)2
o=

n

heifst Standardabweichung von S. Die quadrierte Standard-
abweichung o2 heifit auch Varianz.

Eine (diskrete) Wahrscheinlichkeitsverteilung P tiber
einer Menge () ist eine Funktion P : 29 5 10,1] mit

1. P(QQ)=1.
2. P(X1U Xp) = P(X7)+ P(Xj) fur alle Xq,Xp € Q mit
XiNX, =0.
Fiir X1, X, € Q ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X1 | X2)
definiert durch
P(X1NX3)

P(X 1 X0) = =5

18



Die Gleichverteilung Py tiber Q ist die Wahrscheinlichkeits-
verteilung definiert durch
_ Xl N
Po(X) = — fiir alle X CQ
1€
Eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p ist eine inte-
grierbare Funktion p : R — R=Y mit

I: p(x)dx =1

Fiir u,02 € R ist die Normalverteilung N (u,0%) mit Erwar-
tungswert u und Varianz o2 definiert durch

(r—p)?

e_ 252

N(u,0%)(x) =

210

fiir alle x e IR.
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2  Uberwachtes Lernen

Uberblick iiber dieses Kapitel

Uberwachtes Lernen beschreibt eine Familie von Proble-
men des maschinellen Lernens, bei der Modelle mit Hilfe
von Daten gelernt werden, die schon mit ihren ,Zielwer-
ten” gekennzeichnet sind. Diese Form des Lernens heifst
iiberwacht, da diese Kennzeichnungen eine Art Steuerung
oder ,,Uberwachung” des Lernprozesses realisieren. Die
beiden wichtigsten Probleme beim {iberwachten Lernen
sind Regression und Klassifikation. Bei der Regression geht
es um die Vorhersage kontinuierlicher Werte, beispiels-
weise die Vorhersage der morgigen Temperatur aus Da-
ten der Temperaturverldufe der vorherigen Tage. Bei der
Klassifikation geht es um die Vorhersage diskreter Klas-
sen, beispielsweise die Vorhersage, ob ein Bild eine Kat-
ze oder einen Hund darstellt, gegeben eine Menge von
anderen Bildern, die schon mit ,Hund” oder ,Katze” ge-
kennzeichnet sind.

Wir werden uns in diesem Kapitel mit sechs Me-
thoden des tiberwachten Lernens beschdftigten. In Ab-
schnitt 2.1 schauen wir uns mit der linearen Regression
einen der einfachsten Ansdtze zum maschinellen Lernen
und insbesondere dem Regressionsproblem an. In Ab-
schnitt 2.2 geht es um die logistische Regression, die trotz
ihres Namens eigentlich eine Methode fiir das Klassifika-
tionsproblem ist. In Abschnitt 2.3 diskutieren wir Sup-
port Vektor Machines, die eine sehr effektive und weit ver-
breitete Methode fiir das tiberwachte Lernen darstellen.
Abschnitt 2.4 stellt den Ansatz der Néachste-Nachbarn-
Klassifikation, eine konzeptuell sehr einfache Methode,
vor. Abschnitt 2.5 behandelt die Bayes-Klassifikation, ei-
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ne auf probabilistischen Grundsétzen fundierte Methode
zur Klassifikation. Schliefslich diskutieren wir Entschei-
dungsbaume in Abschnitt 2.6, die eine regelbasierte Sicht-
weise auf Klassifikation reprasentieren.

Bibliographische Anmerkungen

Einen einfachen Einstieg in allgemeine Grundlagen des
maschinellen Lernens bietet Kapitel 5 von [13] und einen
fokussierten technischeren Uberblick gibt Kapitel 5 von
[5]. Der Coursera-Kurs ,Supervised Machine Learning;:
Regression and Classification” von Andrew Ng [11] ist
gerade fiir das tiberwachte Lernen auch sehr zu empfeh-
len.

Fiir eine kurze Zusammenfassung der linearen Re-
gression (Abschnitt 2.1) ist [4, Kapitel 3.1] zu empfeh-
len. Gleiches gilt fiir die logistische Regression (Abschnitt
2.2), hier findet sich eine Zusammenfassung in [4, Kapi-
tel 3.2]. Support Vector Machines werden in [4, Kapitel 3.4]
diskutiert. Fiir die Nachste-Nachbarn-Klassifikation (Ab-
schnitt 2.4) siehe [4, Kapitel 3.5]. Weiterfiihrende Literatur
zur Bayes-Klassifikation, auf die sich auch die Darstel-
lung in Abschnitt 2.5 stiitzt, findet sich beispielsweise in
[8, Kapitel 6]. Entscheidungsbaume werden ausfiihrlich
in [8, Kapitel 3] und [3, Kapitel 5] diskutiert.
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2.1 Lineare Regression

Lineare Regression ist die prinzipiell simpelste Form des
maschinellen Lernens und wird tiblicherweise auch eher
als statistische Methode und nicht als Methode des ma-
schinellen Lernens verstanden. Die Prinzipien der linea-
ren Regression sind allerdings archetypisch fiir viele Me-
thoden des maschinellen Lernens und es lassen sich viele
komplexe Konzepte einfach am Beispiel der linearen Re-
gression erldutern. Aus diesem Grund sind viele der in
diesem Unterkapitel eingefiihrten Konzepte fiir den ge-
samten Bereich des maschinellen Lernens relevant.

21.1 Grundlagen

In seiner einfachsten Form besteht das Problem der li-
nearen Regression in der optimalen Anpassung einer Ge-
raden an eine gegebene Menge von Punkten. Insbeson-
dere beschiftigen wir uns hier mit der Anwendung der
linearen Regression fiir das Problem der Funktionsappro-
ximation, d. h., der Vorhersage des Funktionswerts einer
Instanz, gegeben gewisser Merkmalsausprigungen der In-
stanz. Sei n € IN fix.

Definition 1. Ein Datenpunkt x = (x,...,x,)" ist ein Punkt
x e R".

Wir nennen 7 die Dimension und jedes i =1,...,n ein
Merkmal (engl. feature). Ist x € R" ein Datenpunkt mit x =
(x1,...,x,)7, so stellt jedes x;, i = 1,...,n, eine Ausprigung
des Merkmalsidar. Seim € N fix. Ein Tupel (x, y) mit y € R
(der Wert der Zielvariablen) ist ein Beispiel und eine Menge
D= {(x(l),y(l)),...,(x(m),y(m))} mit Beispielen (x(i),y(i)), i=
1,...,m, heifst Datensatz.

Beispiel 1. Stellen Sie sich vor, Sie wollen IThrem oder
Ihrer Liebsten einen Ring schenken und mdchten, dass
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dies eine Uberraschung wird. Weiterhin ergibt sich nicht
die Moglichkeit den Umfang des Ringfingers der Person
(heimlich) abzumessen, so dass Sie andere Wege finden
miissen, um an diese Information zu kommen. Wie es
der Zufall so will, verfiigen Sie allerdings tiber Daten
Ihrer besten Freunde, die den Umfang des Ringfingers
mit der Korpergrofie der jeweiligen Person in Beziehung
setzt, siehe Tabelle 1. Abbildung 1 visualisiert die Daten
entsprechend. Ignorieren wir die Bezeichner (Personen-
namen) der Daten (diese sind fiir die Lernaufgabe nicht
von Relevanz) so lassen sich die Daten entsprechend als
Datensatz Dring via

Dring = 1((153.3),47.1),((158.9),46.8), ((160.8),49.3),
((179.6),53.2),((156.6),47.7), ((165.1),49.0),
((165.9),50.6), ((156.7),47.1), ((167.8),51.7),
((160.8),47.8)}

reprasentieren. Hierbei ist beispielsweise ((153.3),47.1)
ein Beispiel mit Datenpunkt (153.3) € R!, wobei 153.3 die
Auspragung des Merkmals , Korpergrofse” ist.

Beispiel 2. Um Thren personlichen Aufwand fiir den
Kurs ,Maschinelles Lernen” moglichst gering zu halten,
haben Sie wieder Ihre Freunde (die den Kurs alle schon
besucht haben) befragt, wie viele Stunden sie fiir den
Kurs investiert haben, wie viele Sprechstunden sie be-
sucht haben und welche Note am Ende dabei herausge-
kommen ist, siehe Tabelle 2. Abbildung 2 visualisiert die
Daten entsprechend. Ignorieren wir die Bezeichner (Per-
sonennamen) der Daten (diese sind fiir die Lernaufgabe
nicht von Relevanz) so lassen sich die Daten entspre-
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Person Korpergrofle || Ringfingerumfang
(in cm) (in mm)
Anna 153.3 47.1
Bernd 158.9 46.8
Catharina 160.8 49.3
David 179.6 53.2
Edith 156.6 47.7
Frank 165.1 49.0
Gertrud 165.9 50.6
Hans 156.7 47.1
Irma 167.8 51.7
Jochen 160.8 47.8

Tabelle 1: Datensatz zu Beispiel 1. Bitte beachten Sie, dass
die Daten rein fiktiv sind.

chend als Datensatz Dyote Via

Drote = 1((253,3),2.0),((301,6),1.0), (211, 1),3.3),
((103,3),5.0), ((353,4), 1.0), ((250,2),2.3),
((98,4),4.0),((150,4),3.7), ((63,1),5.0),
((282,5),1.3)}

reprasentieren. Hierbei ist beispielsweise ((253,3),2.0) ein
Beispiel mit Datenpunkt (253,3) € IR?, wobei 253 die Aus-
pragung des Merkmals ,Lernaufwand” und 3 die Aus-
pragung des Merkmals ,, Anzahl Teilnahmen Sprechstun-
den” ist.

Wir benutzen lineare Regression zur Funktionsap-
proximation, d. h., die Aufgabe des zu erlernenden Mo-
dells ist die Vorhersage des Funktionswertes y € R zu
einem beliebigen Datenpunkt x € R"”. Wir nehmen da-
zu an, dass die zu suchende Funktion dhnlich zu der
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Abbildung 1: Datensatz zu Beispiel 1 (visualisiert).

Abbildung 2: Datensatz zu Beispiel 2 (visualisiert).

Funktion ist, die einen gegebenen Trainingsdatensatz D =
{(x(l), y(l)),...,(x(’”), y(m))} generiert hat. Bei der linearen
Regression nehmen wir zusétzlich an, dass der Zusam-
menhang zwischen x und y (die Zielvariable) linear ist.

Definition 2. Sei 6 = (0, 04,...,0,)" € R**1. Eine lineares
Modell auf R" ist eine Funktion /g : R" — R mit

hg(x) =00+ 01x1+...+ 0,y
fiir alle x = (x,...,x,)T € R™.
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Person Lernaufwand Anzahl Note
(in Std.) Teilnahmen
Sprechstunde
Anna 253 3 2.0
Bernd 301 6 1.0
Catharina 211 1 3.3
David 103 3 5.0
Edith 353 4 1.0
Frank 250 2 2.3
Gertrud 98 4 4.0
Hans 150 4 3.7
Irma 63 1 5.0
Jochen 282 5 1.3

Tabelle 2: Datensatz zu Beispiel 2. Bitte beachten Sie, dass
die Daten rein fiktiv sind.

Die Werte 6 = (0y,...,60,) sind die Parameter des Mo-
dells hg. Der Parameter 0 stellt hierbei den konstanten
Teil der Funktion /g dar.

Gegeben ein Trainingsdatensatz D = {(x(l),y(l)),...,
(x(m),y(m))}, ist es nun die Aufgabe, konkrete Werte fiir
die Parameter 0 zu finden, so dass ho(x() ~ y"), fiir al-
lei=1,...,m, ist. Dann gilt unter der Annahme, dass
zukiinftige Beispiele aus der gleichen Verteilung entstam-
men, auch, dass fiir einen neuen Datenpunkt x € R" der
Wert hg(x) ,nahe” am tatsdchlichen Funktionswert liegt.

Beispiel 3. Abbildung 3 visualisiert drei verschiedene
mogliche lineare Modelle (unterschiedlicher Giite), die
die Daten aus Beispiel 1 (siehe auch Tabelle 1 und Abbil-
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Abbildung 3: Illustration dreier moglicher linearer Mo-
delle zu den Daten aus Beispiel 1.

dung 1) erkldren. Die dargestellten Funktionen sind

fi(z) =47+ Lz

100
fo(z) = -4+ %z
f3(z) =9+ %z

Betrachten wir uns f; etwas genauer. Die Funktion f;
kann dquivalent reprasentiert werden durch die Parame-
ter

1
0 =07, 750)

eines linearen Modells hy. Gegeben ein Datenpunkt x =
(x1) ist

he(x) = Op + O1x1
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Abbildung 4: Illustration dreier moglicher linearer Mo-
delle zu den Daten aus Beispiel 2.

Beispiel 4. Abbildung 4 visualisiert drei verschiedene
mogliche lineare Modelle (unterschiedlicher Giite), die
die Daten aus Beispiel 2 (siehe auch Tabelle 2 und Abbil-
dung 2) erkldren. Die dargestellten Funktionen sind

1

81(%2) 6_ﬁy__
1

0y, z) = 4—ﬁy——
1 1

g3(y,2z) = 5‘@ ~ 0%

Betrachten wir uns g; etwas genauer. Die Funktion ¢
kann dquivalent reprasentiert werden durch die Parame-
ter

1 1

0=6-300 "5

eines linearen Modells hg. Gegeben ein Datenpunkt x =
(x1,x2) ist

h@(x) = 90 + 919(1 + 929(2
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Das Finden der optimalen Parameter 0, so dass hg
moglichst gut an die Beispiele in D angepasst ist, kann als
Optimierungsproblem modelliert werden. Dazu wahlt
man zundchst ein geeignetes Abstandsmaf$ (oder Fehler-
maf$ oder Kostenfunktion), das bewertet, wie nah eine Funk-
tion an die Beispiele D angepasst ist. Das tiblichste Feh-
lermafs im maschinellen Lernen ist der quadratische Feh-
ler. Um die Notation zu vereinfachen, reprasentieren wir
D = {(xM,yD),..., (x"™, M)} durch eine Matrix Xp und
einen Vektor yp wie folgt

1 1
1 xg) x;) y(l)
Xp=|": : : Yp = :
1A g

Mit anderen Worten, Xp € R™+1D) enthilt als Zeilen-
vektoren alle Datenpunkte der Beispiele aus D und eine
zusétzlich vorangestellte 1. Letztere dient der einfache-
ren Darstellung als Vektorprodukt und wird auch Bias
genannt. Da die Zeilen von Xp spater mit 6 € R"*! mul-
tipliziert werden sollen, stimmen hier nun die Dimen-
sionen und der konstante Teil der Funktion hg wird hier
einfach mit 1 multipliziert. Der Vektor yp € R" enthalt
die zugehorigen Funktionswerte.

Definition 3. Sei D ein Datensatz und f : R" — R eine
beliebige Funktion. Der quadratische Fehler L von f bzgl.
D ist definiert durch

LD, f) = ) (f) -y
i=1

Ist f = hg eine lineare Funktion /g mit Parametern 0, so
ist dies dquivalent zu

L(D,0) = |IXp0O - yplf?
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wobei || -|| die Euklidische Norm ist.

Beispiel 5. Wir setzen Beispiel 3 fort und wiederholen
noch einmal die drei genannten linearen Modelle f;, f»
und f3:

fi(z) =47+ Lz

100
fz(z) =—4+ %Z
f3(z) =9+ %z

Wenden wir den quadratischen Fehler auf diese Funk-
tionen bzgl. des Datensatzes Dying (siehe Tabelle 1) an,
erhalten wir

L(Dring/fl) ~41.705
L(Dsing, f2) ~ 21.349
L(Dring/f3) ~9.778

Wie man sieht erhdlt die optisch am besten angepasste
Funktion f3 den niedrigsten quadratischen Fehler.

Beispiel 6. Wir setzen Beispiel 4 fort und wiederholen
noch einmal die drei genannten linearen Modelle g1, g2
und g3:

1 1
g1(y,z) =6— 3007 " &2

1 1
9(y,z) =4- 2007 " &2

1 1
93(y,z) =5- T00?Y " 1%

Wenden wir den quadratischen Fehler auf diese Funk-
tionen bzgl. des Datensatzes Dpote (siehe Tabelle 2) an,
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erhalten wir

L(Dnote, g1) ~ 47.0454
L(Dnote, g2) = 9.958
L(Dnote/ g3) ~ 3.397

Auch hier sieht man, dass die optisch am besten ange-
passte Funktion g3 den niedrigsten quadratischen Fehler
erhdlt.

Damit hg die Beispiele in D bestmoglich approximiert,
suchen wir Parameter 0, die den quadratischen Fehler L
bzgl. D minimieren, d h., wir suchen eine Losung fiir das
folgende Optimierungsproblem:

min L(D,0) = min |Xp0 - yplf? (4)

Fiir lineare Regression ist das obige Optimierungspro-
blem stets eindeutig losbar, d. h., ein lokales Minimum ist
stets das globale Minimum. Methoden wie Gradient De-
scent konnen hier also das obige Problem beliebig genau
16sen. Bei grofsen Trainingsdatensdtzen und/oder vielen
Merkmalen ist dies auch die praktikabelste Methode. Al-
lerdings kann das Minimum in (4) durch einfache Metho-
den der Differentialrechnung auch in geschlossener Form
dargestellt und somit direkt berechnet werden.! Da das
lokale/globale Minimum von L(D, 0) eindeutig bestimmt
ist, kann dieses durch die Nullstelle des Gradienten bzgl.
0 von L(D, 0) charakterisiert werden, d.h., 0 ist die op-
timale Parameterkombination gdw. VgL(D,0) = 0 ist. Es

1" Beachten Sie bitte, dass im Folgenden und auch in spateren Un-

terkapiteln, einige mathematische Details abstrahiert werden und
nicht immer alle notwendigen Vorbedingungen zur Anwendung
mathematischer Gleichheiten explizit {iberpriift werden. Fiir wei-
tere Details verweisen wir auf weiterfithrende Literatur.
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folgt:

VoL(D,6) =0

VollXpO—ypl> =0

Vo(Xp0—yp) (XpO—yp) =0
Vo(0TXLXp0 —20" X yp +yLyp) =0
2X L Xp0—2XLyp =0
(XpXp) ' Xpyp =6

I

Da Xp und yp gegeben ist, kann 0 mit obiger Gleichung
direkt berechnet werden. Es sollte aber beachtet werden,
dass diese Methode die rechenaufwindige Invertierung
der Matrix X{)XD beinhaltet. Gerade bei grofsen Werten
fiir m und n ist die Verwendung von numerischen Op-
timierungsmethoden (wie Gradient Descent) zu bevorzu-
gen.

Beispiel 7. Wir setzen Beispiel 5 fort. Das optimale lineare
Modell in diesem Beispiel ist gegeben durch

£(z) ~ 5.362 +0.269z

Die Funktion f ist visualisiert in Abbildung 5 und verfiigt
mit

L(Dring, f) ~ 591

tiber einen geringeren quadratischen Fehler als die Funk-
tionen aus Beispiel 3.

Beispiel 8. Wir setzen Beispiel 6 fort. Das optimale lineare
Modell in diesem Beispiel ist gegeben durch

g(y,z) ~ 6.321-0.0141y — 0.166z
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Abbildung 5: Optimal angepasstes lineares Modell fiir
den Datensatz Diing-

Die Funktion g ist visualisiert in Abbildung 6 und verfiigt
mit

L(Dnote, g) ~ 0.83

iiber einen geringeren quadratischen Fehler als die Funk-
tionen aus Beispiel 4.

2.1.2 Evaluation

Lineare Regression ist nur eine Methode von vielen im
Bereich des maschinellen Lernens. Eine wichtiger Punkt
bei der Entwicklung und Anwendung von Methoden des
maschinellen Lernens ist daher die Evaluation, d.h., die
Analyse und Feststellung, wie gut eine bestimmte Me-
thode ein konkretes Problem des maschinellen Lernens
16st. Dies hilft insbesondere dabei, die fiir das konkrete
Problem beste Methode auszuwéhlen.

Um eine Methode des maschinellen Lernens zu eva-
luieren, teilt man iiblicherweise die fiir das Lernen zur
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Abbildung 6: Optimal angepasstes lineares Modell fiir
den Datensatz Dpote.

Verfiigung stehenden Daten in einen Trainingsdatensatz
(wie zuvor schon genutzt) und einen Testdatensatz auf.
Anschliefiend trainiert man die Methode ausschliefslich
auf dem Trainingsdatensatz und benutzt den Testdaten-
satz, um zu evaluieren wie gut das gelernte Modell auf
zuvor ungesehenen Daten generalisiert. Ublicherweise
geschieht diese Aufteilung in Trainings- und Testdaten-
satz zufillig und so, dass der Trainingsdatensatz ungefahr
75%-90% des Gesamtdatensatzes ausmacht. Als Evalua-
tionsmafl benutzen wir eine normalisierte Variante des
quadratischen Fehlers: das Bestimmtheitsmafs.

Definition 4. Sei D = {(x(1), y1),..., (x(™, ™)} ein Daten-
satz und f:R"” — R eine beliebige Funktion. Das Be-
stimmtheitsmafl R? von f bzgl. D ist definiert durch

Lf)) = (1 I () -y
S Lty (v =)

R*(D, f) = (1 -

wobei i der Mittelwert der y® ist:
1y
7= @)
Y= Zf Yy
1=
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Der Wert R?(D, f) kann maximal 1 betragen, dies ent-
spricht dem Fall, dafs f den Datensatz D perfekt model-
liert (f(x®) =y fiir alle i = 1,...,m). Je kleiner der Wert
R*(D, f), desto schlechter die Vorhersagequalitit von f
beztiglich D. Fiir ein naives Modell fnaive, dass stets den
Mittelwert jj vorhersagen wiirde, hdatten wir R?(D, fnaive) =
0.2 Modelle f mit R*(D, f) < 0 sind somit noch schlechter
als dieses naive Modell.

Gegeben einen Datensatz D und einer Aufteilung von
D in einen Trainingsdatensatz D" und einen Testda-
tensatz D', so erwarten wir, dass R*(D'™", f) fiir das
auf DTN gelernte Modell f relativ nahe an 1 liegt (da
f durch Minimierung des quadratischen Fehlers gelernt
wurde und R? prinzipiell nur eine skalierte Variante des
quadratischen Fehlers ist). R2(D'*, f) ist iiblicherweise
kleiner als R?(D™", f). Je ndher R*(D'**!, f) allerdings an
R%(D'rain, £) liegt, desto besser ist die Fahigkeit von f, auf
ungesehene Daten zu generalisieren.

Beispiel 9. Wir setzen Beispiel 7 fort. Tabelle 3 enthilt
noch einmal den Datensatz Dying, diesmal mit Indizes
anstatt Personennamen. Wir definieren den Trainingsda-

tensatz D! ynd den Testdatensatz Dtest! via
rlng rlng

D = {0,y D), (@, 59, (¢, ), (O, ),

ring
(x(6), y(6) ), (x(7), y(7)), (x(S), y(S))’ (x(lo)’ y(lﬂ)) }
Dtestl — {(x(2)’ y(z))’ (x(9)’ y(9))}

ring

Mit anderen Worten, Dﬁg enthilt die 2. und 9. Zeile aus

Tabelle 3 und Dgfllgl enthélt alle tibrigen Zeilen. Lernen

2 Im Szenario der Vorhersage der Ringgrofie hatten wir beispiels-
weise fnaive(¥) =49, also ein Modell, dass konstant den Mittelwert
aller beobachteten Ringgrofien (49) vorhersagt.

36



wir ein lineares Modell ausschlieflich auf D2l gg er-

halten wir das in Abbildung 7 dargestellte Modell f; (hier
sind die Trainingsdaten auch grau dargestellt, wohinge-
gen die Testdaten rot dargestellt sind). Beachten Sie, dass
sich dieses Modell f; von dem Modell f aus Beispiel 7
geringfiigig unterscheidet, da es nicht auf den exakt sel-
ben Daten trainiert wurde. Wollen wir nun evaluieren,
wie gut dieses Modell generalisiert, konnen wir es auf
die Testdaten anwenden und vergleichen dazu die Vor-
hersagegenauigkeit des Modells f; mit den vorhande-
nen Werten. Dazu nutzen wir das Bestimmtheitsmafs als
Messgrofse, d. h., wir berechnen
R*(D3Y, f1) = 0.691

rmg

Der Wert 0.691 ist durchaus hoch, insbesondere bei dem
recht kleinen Trainingsdatensatz, den wir genutzt haben.
Vergleichen wir diesen Wert nun mit dem entsprechen-
den Wert auf den Trainingsdaten

R2 Dtraml f ) ~0.919

ring

so sehen wir, dass das Modell f; weitaus besser auf dem
Trainingsdatensatz abschneidet (auf dem es ja auch ge-
lernt wurde). Der Abstand RZ(DteStl f1) zu R¥(Dfainl £y

ring
ist relativ grofs und man kénnte Vermuten dass das Mo-

dell f; zu stark an die Trainingsdaten angepasst ist und
eher schlecht generalisiert (siche das Problem der Uber-
anpassung im ndchsten Abschnitt). Vermutlich haben wir
hier aber nur Pech mit der Aufteilung in Trainings- und
Testdaten gehabt. Wir probieren eine andere Aufteilung:
DHain2 — (M), y(l)), (x®, y(Z))’ (), ]/(3)), (@, y(4)),

rlng
(x(5), ]/(5)), (x(6), y(6)), (x(7), y(7)), (x(10)’ y(lo))}
D = {(x®,y®), ),y

rng
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Nr. | Korpergrofie | Ringfingerumfang
(in cm) (in mm)
1 153.3 47.1
2 158.9 46.8
3 160.8 49.3
4 179.6 53.2
5 156.6 47.7
6 165.1 49.0
7 165.9 50.6
8 156.7 47.1
9 167.8 51.7
10 160.8 47.8

Tabelle 3: Datensatz zu Beispiel 7, reproduziert von Ta-
belle 1.

Mit anderen Worten, Dﬁg enthélt die 8. und 9. Zeile
aus Tabelle 3 und Dgféf‘z enthélt alle tibrigen Zeilen. Ler-

nen wir ein lineares Modell ausschliefslich auf Dgimz, SO

erhalten wir das in Abbildung 8 dargestellte Modell f,
(wieder sind die Trainingsdaten grau und die Testdaten
rot dargestellt). Wir berechnen das Bestimmtheitsmafs auf
ptrain2 ;.0 4 Dtest2.

rng rng

RZ(DtmmZ f ) ~0.877

rng

R2 DtEStZ f ) ~0.783

ring’

Hier sind beide Werte recht hoch und auch recht nah
beieinander.

Um das im vorherigen Beispiel auftretende Problem
der variierenden Abstinde zwischen Bestimmtheit der
Trainings- und Testdaten zu adressieren, benutzt man
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Abbildung 7: Optimal angepasstes lineares Modell fiir

den Datensatz Dtrainl,
ring

oft die sogenannte Kreuzvalidierung (engl. cross validati-
on). Gegeben ein Datensatz D und k eine natiirliche Zahl
(ibliche Werte sind 5 oder 10), so teilen wir zunédchst D in
k ungefahr gleich grofie Teildatensédtze Dy, ..., Dy auf. An-
schliessend fiihren wir eine Evaluation auf k verschiede-
nen Paaren von Trainings- und Testdaten (Dtlrai“, DtleSt), .,

(Dirain, Dest) aus, die wie folgt definiert sind:

D" =Dy U...UDy_; Diest = Dy
DY = Dy U...UDy_, UDy DIt =Dy 4
DY*™ =Dy U...UDy_3UDj_1 UD; DY =Dy,

DM =Dy U...UDf_4UDpU...UD; D'®'=Dy_;

D™ =Dy U...UDy Dt =Dy

Die verschiedenen Paare von Trainings- und Testdaten er-
halten wir also, indem wir einen Teildatensatz D; als Test-
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Abbildung 8: Optimal angepasstes lineares Modell fiir

den Datensatz Dain2,
ring

datensatz und den Rest als Trainingsdatensatz deklarie-
ren. Aufjedem Paar kénnen dann die entsprechenden R2-
Werte berechnet werden und als finale Evaluationsme-
trik berechnet man den Durchschnitt von Rz(DieSt,-),...,

RZ (D;c(est’ )

2.1.3 Nichtlineare Modelle

Lineare Regression ist eine méchtige Methode des ma-
schinellen Lernens, aber fundamental durch die Linea-
rititsannahme in ihrer Anwendbarkeit eingeschréankt. In
vielen realen Anwendungsféllen stehen Merkmale und
Zielvariable nicht notwendigerweise in einem linearen
Zusammenhang.

Beispiel 10. Betrachten Sie den in Tabelle 4 dargestellten

und in Abbildung 9 visualisierten Datensatz Dj,qyses, der
die Grofe eines Hauses zu seinem Kaufpreis in Relation
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] Nr. \ Fliche (in m?) H Preis (in EUR) \
1 100 210000
2 120 270000
3 160 290000
4 170 470000
5 200 620000
6 210 680000
7 310 1600000
8 330 1900000
9 370 2570000
10 400 3300000

Tabelle 4: Datensatz Dyoyses ZU Beispiel 10. Die Zahlen
sind rein fiktiv.

setzt (die Daten sind rein fiktiv). Die Abbildung visuali-
siert auch das lineare Modell f, das optimal an die Daten
angepasst ist (hier wurde der gesamte Datensatz Dy gyses
als Trainingsdatensatz benutzt). Wie man sieht, ist eine
Anpassung an die Daten nur sehr schlecht méglich, da
diese offensichtlich nicht in einem linearen Zusammen-
hang zueinander stehen.

Die Einbeziehung nichtlinearer Zusammenhéange zwi-
schen Merkmalen und der Zielvariablen kann bei der
linearen Regression realisiert werden, indem in einem
Vorbereitungsschritt die Beispiele um zusitzliche (nicht-
lineare) Merkmale ergdnzt werden, die aus den schon
existierenden Merkmalen berechnet werden.

Beispiel 11. Eine visuelle Inspektion der Datenpunkte
in Abbildung 9 legt nahe, dass ein quadratischer Zu-
sammenhang zwischen der Fliache des Hauses und dem
Kaufpreis besteht. Wir erweiterten aus diesem Grund den
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Abbildung 9: Optimal angepasstes lineares Modell fiir
den Datensatz Dy,oyses-

Datensatz Dpouses Um ein weiteres Merkmal, dass das
Quadrat des Merkmals ,Fldche” ist, d.h. jedes Beispiel
des Datensatzes mit Merkmalsauspragung x des Merk-
mals , Fliche” erhilt ein weiteres Merkmal , Fliche?” mit

Auspragung x2. Der erweiterte Datensatz Dy ist in
ouses

Tabelle 5 dargestellt. Das neue Merkmal ,Fliche?” hat
keine intuitive Bedeutung und deshalb haben wir diesem
Merkmal in Tabelle 5 auch keine Einheit zugewiesen.

Die eigentliche formale Maschinerie der linearen Re-
gression kann nun auf einen erweiterten Datensatz ge-
nauso angewendet werden wie auf dem originalen Da-
tensatz.

Beispiel 12. Wir l6sen das Optimierungsproblem aus
Gleichung (4) beziiglich D] | und erhalten Parameter
0, die folgender linearen Funktion fjqyses €ntsprechen:

fhouses(X1,X2) & =7297.676x1 + 34.189x; + 647307.78
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] Nr. \ Fliche (in m?) \ Fliche? H Preis (in EUR) \
1 100 10000 210000
2 120 14400 270000
3 160 25600 290000
4 170 28900 470000
5 200 40000 620000
6 210 44100 680000
7 310 96100 1600000
8 330 108900 1900000
9 370 136900 2570000
10 400 160000 3300000

Tabelle 5: Erweiterter Datensatz D} zu Beispiel 11.
ouses

wobei x1 eine Auspragung des Merkmals , Flache” und x;
eine Auspragung des Merkmals ,Flache? ist. Da x; = x%
tiir jedes Beispiel ist, konnen wir fiouses auch vereinfacht

darstellen durch
fhouses(X1) = —=7297.676x1 + 34.189x% +647307.78

und somit ist f auch keine lineare Funktion mehr, son-
dern ein Polynom. Abbildung 10 visualisiert fhouses-

Im vorherigen Beispiel haben wir nur ein einziges po-
lynomielles Merkmal ergédnzt. Bei grofieren Regressions-
problemen (oder auch Klassifikationsproblemen) ist es
meist nicht klar, welche polynomiellen Merkmale hinzu-
gefiigt werden und bis zu welchem Grade. Ublicherweise
wihlt man einen Maximalgrad als Parameter aus, fiigt al-
le moglichen Polynome bis zu diesem Grad als zusétzliche
Merkmale ein und ,hofft”, dass {iiberfliissige Merkmale
bei der Optimierung ignoriert werden (also dass der ent-
sprechende Parameter in 0 nahe bei 0 liegt; wir werden
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Abbildung 10: Optimal angepasstes ,lineares” Modell fiir

den Datensatz D;l
OUSGS

uns mit dieser Problematik aber in den nichsten beiden
Abschnitten noch genauer beschiftigen).

Beispiel 13. Angenommen 'wir'haben einen Datensatz D
mit Beispielen der Form (x®,4®), wobei

(i) (l) ) 3
= (", %), %) €R

und y® € R. Die polynomielle Merkmalserweiterung von D
fiir den Maximalgrad 2 besteht entsprechend aus den
Beispielen &0, y?) mit

(i) (l) (1) (x(l))2 DD DD (x (1))2 (@) (@)

xxxx Xy X5,

(D)2
1 3/ ))

= (xy (o3

Der Datensatz D . aus Beispiel 12 ist also eine po-
lynomielle Merkmalserweiterung fiir den Maximalgrad
2. Da dort die Beispiele nur tiber ein Merkmal verfiigten,
musste auch nur ein weiteres polynomielles Merkmal bei

der Erweiterung hinzugefiigt werden. Beispiel 13 macht

44



deutlich, dass bei mehreren Merkmalen bei der polyno-
miellen Erweiterung eine ganze Reihe zusatzlicher Merk-
male hinzukommen koénnen.

Lineare Regression auf polynomiellen Erweiterungen
nennt man auch direkt polynomielle Regression. Es ist wich-
tig hervorzuheben, dass wir auch nach Einfiihrung poly-
nomieller Merkmale zur Berechnung des am besten an-
gepassten Modells immer noch Gleichung (4) benutzen
und damit ein lineares Modell berechnen. Dieses Modell
ist allerdings nur linear beziiglich des erweiterten Merk-
malsraums und erscheint polynomiell bei Projektion auf
den Ursprungsraum (wie in Abbildung 10).

2.1.4 Uber- und Unteranpassung

Die Moglichkeit, zusédtzliche Merkmale durch beliebige
Verkniipfung vorhandener Merkmale zu generieren, er-
laubt es, beliebig komplexe Modelle zu konstruieren und
damit beliebig komplexe Funktionen zu approximieren.
Dies fiihrt zu der Frage, warum man statt eines linea-
ren Modells nicht direkt ein maximal komplexes Mo-
dell nimmt, das damit auch beliebig genau an den Trai-
ningsdatensatz angepasst werden kann. Zunéchst erge-
ben sich dadurch ressourcenspezifische Probleme, da das
Lernen unter Umstdnden signifikant mehr Zeit benoétigt.
Viel signifikanter dabei ist allerdings das Problem der
Uberanpassung (engl. overfitting), d.h., das gelernte Mo-
dell ist aufgrund seiner Komplexitit so stark an die Trai-
ningsdaten angepasst, dass es nicht mehr gut auf unge-
sehene Daten generalisiert. Das dazu entgegengesetzte
Problem ist die sogenannte Unteranpassung (engl. under-
fitting), d. h., das gelernte Modell ist nicht ausdrucksstark
genug, um sowohl die Trainings- als auch die Testdaten
verniinftig zu modellieren. Das Erkennen von Unter- und
Uberanpassung eines Modells und das richtige Abwégen
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zwischen diesen beiden Aspekten ist eine der wichtigsten
Aufgaben in der Entwicklung eines addquaten Modells
tiir eine bestimmte (tiberwachte) Lernaufgabe.

Beispiel 14. Betrachten wir den Datensatz D* in Tabelle 6.
Abbildung 11 zeigt lineare Modelle fiir den Datensatz D*
und dessen polynomielle Erweiterungen bis Grad 9. Das
Modell fiir d = 1 entspricht dabei dem normalen linea-
ren Regressionsmodell auf dem Ursprungsdatensatz D*
und die Modelle der iibrigen Abbildungen nehmen je ein
hoheres Polynom auf dem Merkmal x mit auf, bis zu x” in
der letzten Abbildung, d. h. die Funktion f° in der letzten
Abbildung ist von der Form

f9(x) = 0y + 01X + O2x> + O3x° + ...+ Ogx’

Die Komplexitdt der Modelle nimmt mit der Hinzunah-
me von Termen hoherer Grade weiter zu und komple-
xere Modelle sind somit in der Lage, die Trainingsdaten
beliebig genau zu approximieren. Offensichtlich ist das
Modell fiir d = 1 zu einfach, um die Trainingsdaten kor-
rekt zu erklédren: dieses Modell ist unterangepasst. Auf der
anderen Seite ist das Modell fiir d = 9 iiberangepasst. Es re-
prasentiert die Trainingsdaten zwar perfekt, ist allerdings
nicht robust gegeniiber moglichen Stérungseinfliissen in
den Trainingsdaten und modelliert die Daten in unintuiti-
ver Weise. Gleiches gilt fiir die Modelle fiird =4 bisd = 8.
Die beiden Modelle fiir d =2 und d = 3 erscheinen am
passendsten, auch wenn diese die Trainingsdaten nicht
perfekt modellieren.

Das Problem der Abwégung von Uber- und Unteran-
passung wird auch Verzerrung-Varianz-Dilemma genannt
(engl. bias-variance tradeoff). Im Allgemeinen ist der Ver-
zerrungsfehler eines Modells (engl. bias error) der Fehler,
der durch zu einfache Annahmen in der Modellstruktur
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Tabelle 6: Datensatz D* zu Beispiel 14.

entsteht und damit eventuell zu Unteranpassung fiihrt.
Der Varianzfehler eines Modells (engl. variance error) ist
der Fehler, der durch zu starke Anpassung an potentiell
verzerrte Trainingsdaten entsteht und damit eventuell zu
Uberanpassung fiihrt.

Um ein Modell zu bestimmen, das weder zu stark un-
terangepasst noch zu stark tiberangepasst ist, hilft es, die
Verldufe der Kostenfunktionswerte (oder des Bestimmt-
heitsmafles) bei Trainings- und Testdaten mit steigender
Modellkomplexitdt zu betrachten. Abbildung 12 zeigt ty-
pische Verldufe des Bestimmtheitsmafles in diesem Kon-
text. Wie wir bereits zuvor gesehen haben, nimmt die
Bestimmtheit eines Modells mit steigender Komplexitét
auf den Trainingsdaten zu: je ausdrucksstiarker das Mo-
dell ist, desto besser wird es an die Trainingsdaten an-
gepasst. Bei den Testdaten ist der Verlauf etwas komple-
xer. Ublicherweise nimmt die Bestimmtheit zunachst zu:
solange das Modell unterangepasst ist, konnen weder
Trainings- noch Testdaten gut modelliert werden, aber
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Abbildung 11: Optimal angepasste lineare Modelle fiir
den Datensatz D* (links oben) und dessen polynomielle
Erweiterungen bis Grad 9.

je ndher man an das ,korrekte” Modell kommt, desto
besser werden insbesondere auch die Vorhersagen auf
den Testdaten. Steigt die Modellkomplexitdt aber wei-
ter, so wird das Modell iiberangepasst und die Vorhersa-
gequalitdt auf den Testdaten sinkt wieder. Die optimale
Modellkomplexitit liegt also in diesem Fall am Scheitel-
punkt des Kurvenverlaufs zu den Testdaten. Hier ist die
Bestimmtheit sowohl bei den Trainings- als auch bei den
Testdaten relativ hoch und beide Werte relativ nah bei-
einander. Modelle, deren Komplexitit links davon liegen
sind unterangepasst und Modelle, die rechts von diesem
Punkt liegen, sind tiberangepasst.

Beispiel 15. Wir fithren Beispiel 14 fort und benutzen
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Abbildung 12: Typischer Zusammenhang der Bestimmt-
heit eines Regressors auf Trainings- und Testdaten bei
steigender Komplexitat.

weiterhin Datensatz D* als Trainingsdaten. Wir betrach-
ten noch einen weiteren Datensatz D}, den wir als Test-
datensatz benutzen und der zusammen mit Datensatz
D* in Abbildung 13 visualisiert ist. Es sollte offensichtlich
sein, dass D* und Dj,, derselben Verteilung entstammen.
Die Berechnung der einzelnen Bestimmtheitswerte auf
D* und Dj,, beziiglich der verschiedenen Regressions-
modelle aus Beispiel 14 ergibt die in Abbildung 14 dar-
gestellten Verldufe. Die Verldufe bestitigen den Eindruck
aus Beispiel 14. Das Modell mit 4 = 1 ist unterangepasst,
wohingegen die Modelle mitd =4 bis d = 9 tiberangepasst

sind. Die Modelle mit d = 2 und d = 3 erscheinen optimal.
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Abbildung 13: Trainingsdatensatz D* (in grau) und Test-
datensatz Dj_, (in rot) aus Beispiel 15.
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Abbildung 14: Bestimmtheit verschiedener polynomiel-
ler Regressionsmodelle auf Trainings- und Testdaten aus
Beispiel 15.
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2.1.5 Regularisierung

Eine Moglichkeit um bei der linearen Regression das
Verzerrung-Varianz-Dilemma (semi-automatisch) zu l6sen,
ist die Regularisierung. Regularisierung beschreibt eine
Technik, die daftir sorgt, dass ein zu komplexes Modell
beim Lernvorgang bestraft wird.

Definition 5. Sei L(D, f) eine beliebige Kostenfunktion
mit f : R" - R. Eine Funktion® R : (R" — R) — R’ heif3t
Regularisierer und fiir A € R mit A > 0 heifst

Lr (D, f) = L(D, f) + AR(f)
die mit R und A regularisierte Kostenfunktion.

Im allgemeinen soll ein Regularisierer R ein Maf3 fiir
die Komplexitidt von f implementieren und durch die
Einbeziehung des Terms AR(f) in die Kostenfunktion L
wird bei Erlernen der Funktion f dessen Komplexitat
entsprechend berticksichtigt. Je nach Grofle von A (der
Regularisierungsparameter) werden komplexere Funktio-
nen mehr oder weniger stark bei der Minimierung von
Lr A(D, f) berticksichtigt. Schauen wir uns einen konkre-
ten Regularisierer fiir die lineare Regression an.

Definition 6. Sei 6 € R™*! und hp : R” — R mit
hg(x) =0p+01x1+...+O,xy,

fiirallex = (xy,...,x,)" € R" einlineares Modell und L(D, 6)
mit

L(D,6) = IXp6 - ypli®

3 R*" bezeichne die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen.
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die entsprechende Kostenfunktion (der quadratische Feh-
ler). Der Tikhonov-Regularisierer Rt : R" — IR=Y is definiert
via

n
Rp(64,...,0,) = Z@f
i1
und fir A €e Rmit A >0

n
Lr(D,0) = IXp0 - yplP +1 ) 02
i=1

die entsprechende regularisierte Kostenfunktion.*

Die lineare Regression mit Kostenfunktion Lt nennt
man allgemein auch Ridge-Regression (engl. ridge regressi-
on). Der Term A Y7, 6? bestraft hohe Werte der einzelnen
Elemente von 0 und ist minimal, wenn 61 =...=6,, =0
ist, also die Funktion /g eine Parallele zur ersten Ach-
se darstellt. Solch eine Funktion beschreibt natiirlich das
einfachste Modell fiir eine gegebene Lernaufgabe. Der
Term A Y7, 912 wird umso grofier, je mehr Elemente von
0 ungleich 0 sind und je grofier sie sind. Ist dies der
Fall, so ist die gelernte Funktion hg umso komplexer,
da viele Merkmale (insbesondere solche, die zusatzlich
durch die in Abschnitt 2.1.3 angesprochenen Techniken
hinzugefiigt wurden) in die Anpassung einbezogen wer-
den. Mit anderen Worten erzwingt die Einbeziehung des
Terms AY.", 9? eine Fokussierung auf moglichst einfa-
che Funktionen. Durch den Parameter A wird gesteuert,
ob die gelernte Funktion eher {iberangepasst wird (bei
kleinen Werten von A) oder eher unterangepasst wird
(bei grofien Werten von A). Das Finden eines geeignetes
Wertes von A ist hier also die Kernaufgabe.

4 Beachten Sie, dass der konstante Term 6 des linearen Modells
nicht bei der Regularisierung beachtet wird.
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Abbildung 15: Ridge-Regressionsmodelle aus Beispiel 16.

Beispiel 16. Abbildung 15 zeigt drei Ridge-Regressions-
modelle fiir den mit Maximalgrad 9 erweiterten Daten-
satz D* aus Tabelle 6 mit drei verschiedenen Parame-
tern A € {0,0.1,0.2}. Das Modell fiir A = 0 ist somit das
normale polynomielle Regressionsmodell und identisch
mit dem letzten Modell in Abbildung 11. Bei den an-
deren Modellen sieht man einen eindeutigen Trend der
Uberanpassung des ersten Modells entgegenzuwirken.
Mit anderen Worten, obwohl die anderen Modelle tiber
den selben Merkmalen definiert sind, werden bei der
Optimierung die Parameter vieler (hoch-polynomieller)
Merkmale sehr klein gewdhlt, um den Regularisierungs-
term nicht zu grofs werden zu lassen.
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2.2 Logistische Regression

Nachdem wir uns im vorherigen Unterkapitel mit ei-
nem Regressionsproblem beschiftigt haben, betrachten
wir nun das Problem der Kiassifikation.

2.2.1 Kilassifikation und Logistische Regression

Prinzipiell ist das Lernproblem der Klassifikation dhnlich
wie bei der Regression. Wir haben einen Trainingsda-
tensatz D = {(x(1), y(l)), e, (), y(m))} als Eingabe und das
Ziel ist das Erlernen einer Funktion f mit f(x) ~ y®,
i=1,...,m (und der allgemeinen Anforderung, dass f
auch gut auf ungesehene Beispiele generalisiert). Im Ge-
gensatz zur Regression ist der Wertebereich der Zielva-
riablen y' allerdings diskret, iiblicherweise sogar endlich,
und oft auch nur bindir (y(i) € {0,1}). Bei der Klassifika-
tion besteht also die Aufgabe, einen Datenpunkt einer
bestimmten Klasse zuzuweisen.

Beispiel 17. Sie sind Obstproduzent und méchten Ihren
jahrlichen Umsatz maximieren, indem Sie Thr Produkt
(den fiktiven Rapidapfel) so frith wie moglich ernten. Sie
nehmen eine Reihe von Proben nach verschiedenen Ta-
gen und testen, ob der Rapidapfel genieffbar (Klasse 1)
oder (noch) ungenief$bar (Klasse 0) ist. Tabelle 7 und Ab-
bildung 16 zeigen die erhobenen Daten Dyqpiq-

Beispiel 18. Sie sind auf der Suche nach einer neuen
Wohnung, die moglichst grofs und nahe zum Arbeits-
platz (AP) liegt. Tabelle 8 und Abbildung 17 zeigen Ihre
bisherigen Wohnungsbesichtigungen und ob die Woh-
nung fiir Sie in Ordnung (OK= 1) oder nicht (OK= 0) war
(Datensatz Dapartment)-

Die Unterscheidung zwischen Regressions- und Klas-
sifikationsproblem (und damit auch die anzuwendende
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Abbildung 16: Datensatz Diapiq zu Beispiel 17 (visuali-
siert). Bitte beachten Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.

432
a0 2 87657 o
Flache (in m?) 2 o A

1
2
3
4 )
5 AL
6 isp!?
m A€

7
8 e
e

Abbildung 17: Datensatz Dapartment Zu Beispiel 18 (visua-
lisiert). Bitte beachten Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.
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Nr. | Alter (in Tagen) Geniefsbar (= 1),
UngeniefSbar (= 0)
1 5 0
2 14 1
3 10 1
4 7 1
5 2 0
6 1 0
7 9 1
8 8 0
9 3 0
10 13 1

Tabelle 7: Datensatz Dyqpig zu Beispiel 17. Bitte beachten
Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.

Lernmethode) ist nicht immer eindeutig. Streng genom-
men war Beispiel 2 aus Unterkapitel 2.1 zur Notenbe-
stimmung auch ein Klassifikationsproblem mit Klassen
{1.0,1.3,1.7,...,3.7,4.0,5.0}. Im Gegensatz zu Beispiel 17
besitzen Noten jedoch eine natiirliche Ordnung (1.0 ist
besser als 1.3, 1.3 ist besser als 1.7, usw.). Bei Klassifi-
kationsproblemen haben die Klassen tiblicherweise kei-
ne (eindeutige) Ordnung. Neben der einfachen bindren
Klassifikation in eine positive Klasse und eine negati-
ve Klasse (wie in Beispiel 17) ist ein weiteres klassi-
sches Klassifikationsproblem die Klassifikation von Ob-
jekten in Bildern beispielsweise in , Auto”, ,Flugzeug”
und ,,Schiff”. Wir werden uns mit der Mehrklassenklassi-
fizierung (engl. multi-class classification) in Abschnitt 2.2.3
genauer beschéftigen.

Wir schauen uns nun ein einfaches Modell und den
dazugehorigen Lernalgorithmus fiir bindre Klassifikati-
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Tabelle 8: Datensatz Dapartment zu Beispiel 18. Bitte beach-
ten Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.

on an: die logistische Regression. Trotz ihres Namens ist
die logistische Regression eine Methode zur Klassifikati-
on (und nicht zur Regression). Leider ist die Bezeichnung
historisch bedingt und auch heutzutage tiblich, wir wer-
den sie deshalb in gleicher Weise verwenden. Das Mo-
dell der logistischen Regression ist die Sigmoid-Funktion
(oder auch Logit-Funktion).

Definition 7. Sei 0 € R"**!. Die Sigmoid-Funktion thOgit auf

R ist die Funktion /i 8" : R" — (0,1) mit

logit 1
128 (x) =
0 (x) 1 + e—(Bo+01x1 +...+6,xp)

Abbildung 18 visualisiert die Sigmoid-Funktion fiir
den einfachsten Parameter 6 = (0,1). Die Funktion hle()glt

besteht prinzipiell aus dem Einsetzen eines linearen Mo-
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Abbildung 18: Die Sigmoid-Funktion higii)t (x)

dells hg in die Funktion g(z) = # und bildet diese damit
in den Zielbereich (0,1) ab.

Die eigentliche Klassifikation mit hIGOgit geschieht dann
mit einem Vergleich zum Schwellenwert 0.5. Fiir eine be-
liebige Funktion f : R" — [0,1] definiere:

(1 falls fx) 2 05
clf(x) = { 0 falls f(x) <05

Wie bei der linearen Regression besteht die Lernaufgabe
nun darin, den Parametervektor 0 so zu ermitteln, dass
hleoglt (bzw. clf 15it) einen gegebenen Datensatz gut erklart.
Wie bei der linearen Regression formulieren wir dies als
ein Minimierungsproblem beziiglich einer Kostenfunkti-
on.

Definition 8. Sei D ein Datensatz und f : R" — (0,1) ei-
ne beliebige Funktion. Die logistische Kostenfunktion L8t
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von f bzgl. D ist definiert durch®
L8Y(D, f) = Z yOIn f(x) + (1 -y In(1 - f(x))

Die einzelnen Summanden der Funktion L!°8 be-
stehen aus zwei Termen (y¢ )In f (x(l)) und (1 - y(l))ln(l -
f(x))) von denen stets wegen Y @) € {0,1} nur einer un-
gleich Null ist. Fiir y = 1 reduziert sich der entsprechen-
de Summand zu In f(x?). Ist f(x) ~ 1 (stimmt also die
Funktion f auf x® mit der Grundwahrheit y') iiberein),
so entféllt der Summand wegen In1 = 0 vollstandig (das
Beispiel ist korrekt klassifiziert). Tendiert hingegen f(x()
gegen 0, so tendiert In f(x() gegen —co und unter Betrach-
tung des dem Summationszeichen vorangestellten — ge-
gen +oo, die Fehlklassifikation bewirkt also eine Erhohung
der Kostenfunktion. Bei der logistischen Regression su-

chen wir Parameter 0, so dass hleogit optimal an den Trai-
ningsdatensatz D angepasst ist, d.h., wir suchen eine
Losung fiir das folgende Optimierungsproblem:

min LY8(D, 1 8 (5)

Das Optimierungsproblem (5) ist konvex und verfiigt da-
her iiber eine eindeutige Losung. Mithilfe numerischer
Methoden wie Gradient Descent kann es auch effizient
gelost werden.

5 Wir benutzen hier zur Definition der logistischen Kostenfunktion
den nattirlichen Logarithmus In, da dies manche Rechnungen mit
der Exponentialfunktion ¢* vereinfacht. Prinzipiell kann In aber
durch den Logarithmus log, zu jeder beliebigen Basis b ersetzt
werden, ohne das globale Verhalten von L8 zu andern.
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Abbildung 19: Optimal angepasstes logistisches Modell
f (inrot) und die zugehorige Klassifikationsfunktion clf¢
(in magenta) fiir den Datensatz Dy,piq-

Beispiel 19. Wir setzen Beispiel 17 fort. Das optimale
logistische Modell in diesem Beispiel ist gegeben durch

1
f&)~ 550z

Die Funktion f ist visualisiert in Abbildung 19.

Beispiel 20. Wir setzen Beispiel 18 fort. Das optimale
logistische Modell in diesem Beispiel ist gegeben durch

1
8(y,2) ~ 1 4 ¢3763-0.26y+1.232z

Die Funktion g ist visualisiert in Abbildung 20. Abbil-
dung 21 zeigt eine 2D-Projektion der Daten Dapartment
und die Klassifikationsgrenze der Klassifikationsfunkti-
on clf,. Alle Punkte oberhalb dieser Grenze werden als
Klasse 0 (nicht ok) und alle Punkte unterhalb dieser Gren-
ze werden als Klasse 1 (ok) klassifiziert.
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Abbildung 20: Optimal angepasstes logistisches Modell g
(oben, in rot) und die zugehorige Klassifikationsfunktion
clfe (unten, in magenta) fiir den Datensatz Dapartment-

2.2.2 Evaluation

Um einen Klassifikationsalgorithmus zu evaluieren, geht
man dhnlich vor wie bei der Regression (siehe dazu Ab-
schnitt 2.1.1). Insbesondere teilt man auch hier den zur
Verfiigung stehenden Datensatz D in einen Trainings-
datensatz D™ und einen Testdatensatz D'**' auf. Den
Trainingsdatensatz D" benutzt man dann zum Erler-
nen des Klassifikators und den Testdatensatz D't zur
Evaluierung. Fiir die Evaluierung eines Regressionsalgo-
rithmus haben wir in Abschnitt 2.1.1 das Bestimmtheits-
maf$ benutzt, das prinzipiell den Abstand der erwarte-
ten Funktionswerte zur Vorhersage als Giitemafs benutzt
hat. Bei der Klassifikation ist eine Abstandsmessung al-
lerdings nicht sinnvoll, da die Vorhersagen diskrete Klas-
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Abbildung 21: 2D-Projektion der Daten Dapartment und
Klassifikationsgrenze der Klassifikationsfunktion clf, (in
rot).

sen sind. Das einfachste Giitekriterium fiir einen Klassi-
tikator ist die Genauigkeit (engl. accuracy). Wir betrachten
hier nur den Fall der bindren Klassifikation mit Klassen
0 und 1.

Definition 9. Sei D = {(x(1), y(l)), e, (M), y(’”))} ein Daten-
satz und clf : R” — {0, 1} ein (bindrer) Klassifikator. Das
Genauigkeitsmaf$ acc von ¢ bzgl. D ist definiert durch

1 v ‘ ,
acc(D,0) = — Y (1=ly") ~ clfz))
i=1

Der Wert acc(D, c) ist also einfach das Verhiltnis der
korrekt klassifizierten Beispiele zu allen Beispielen.

Beispiel 21. Wir setzen Beispiel 19 fort, siehe auch Abbil-
dung 19, und evaluieren clf s auf dem gesamten Datensatz
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Drapia- Wie Abbildung 19 zu entnehmen ist, klassifiziert
clf; alle bis auf 2 Beispiele korrekt (der Datenpunkt Nr.
8 wird félschlicherweise als 1 und der Datenpunkt Nr.
4 wird falschlicherweise als 0 klassifiziert, siche Tabel-
le 7). Da 8 von 10 Beispielen korrekt klassifiziert wurden
erhalten wir

acc(Drapia, clff) = i 0.8

10
Beispiel 22. Wir setzen Beispiel 20 fort, siehe auch Abbil-
dung 20, und evaluieren clf; auf dem gesamten Datensatz
Dapartment- Wie Abbildung 20 zu entnehmen ist, klassifi-
ziert clf, alle bis auf 1 Beispiel korrekt (der Datenpunkt
Nr. 9 wird falschlicherweise als 1 klassifiziert, sieche Tabel-
le 8). Da 9 von 10 Beispielen korrekt klassifiziert wurden
erhalten wir
9
acc(Dapartment, clfg) = 10 =09

Das Genauigkeitsmafs hat den Nachteil, dass es bei
ungleicher Klassenreprdsentation eine falsche Einschét-
zung der Qualitdt eines Klassifikators liefern kann. Be-
trachten wir dazu das Beispiel der Klassifikation eines
Tumors als bosartig (Klasse 1) oder gutartig (Klasse 0), bei-
spielsweise aus Computertomographiebildern. Ublich-
erweise hat man in diesem Szenario signifikant mehr
Trainings- und Testdaten fiir die Klasse 0. Hat man bei-
spielsweise einen Testdatensatz Diymor, der aus insge-
samt 100 Beispielen besteht, wobei davon 99 Beispiele
der Klasse 0 zugehorig sind und 1 Beispiel der Klasse 1
zugehorig ist, so erreicht der triviale Klassifikator clf;,
definiert als clf;,;,;,; = 0 (der also stets Gutartigkeit des Tu-
mors vorhersagt, unabhdngig von der tatsdchlichen Be-
obachtung) eine Genauigkeit von 0.99. Um eine bessere
Einschdtzung eines Klassifikators zu erhalten betrachtet
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lef =1
clff =0

=l
=

Tabelle 9: Konfusionsmatrix von clf; bzgl. Dyapiq-

man zusatzlich oft die sogenannte Konfusionsmatrix (engl.
confusion matrix).

Definition 10. Sei D = {(x(),yM),..., (x™, ™)} ein Da-
tensatz und clf : R” — {0,1} ein (bindrer) Klassifikator.
Definiere

TP(D,clf) = |{i | y® = 1,clf(x?) = 1}
TN(D,clf) = [{i | y® = 0, clf(x?) = 0}
FP(D, clf) = |{i | y® = 0,clf(x?) = 1}
EN(D, dlf) = [{i | y@ = 1,clf(x?) = 0}

Die Konfusionsmatrix von clf bzgl. D stellt die vier obigen
Werte tabellarisch wie folgt dar:

y=1 y=0
cf=1| TP(D,clf) | FP(D,clf)
cf =0 | FN(D,clf) | TN(D,clf)

Den Wert TP(D, c) nennt man Richtig-positiv-Wert (engl.
true positives), den Wert TN(D, c) Richtig-negativ-Wert (engl.
true negatives), den Wert FP(D, c) Falsch-positiv-Wert (engl.

false positives) und den Wert FN(D, c) Falsch-negativ-Wert
(engl. false negatives).

Beispiel 23. Wir setzen Beispiel 21 fort. Die Konfusions-
matrix von clfy bzgl. Dyapiq ist in Tabelle 9 dargestellt.
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Beispiel 24. Wir setzen Beispiel 22 fort. Die Konfusions-
matrix von clfg bzgl. Dapartment istin Tabelle 10 dargestellt.

clfg =1
clfg =0

| Gl
=

Tabelle 10: Konfusionsmatrix von clfg bzgl. Dapartment-

Die Konfusionsmatrix gibt einen kompakten Uberblick
uber die Qualitit eines Klassifikators tiber alle Klassen.
Die vier Werte TP, TN, FP und FN kann man fiir die Bil-
dung einer Reihe weiterer Evaluationsmaf3e verwenden.®
Die drei wichtigsten weiteren Mafle sind Prizision (engl.
precision), Sensitivitit (engl. recall) und das F1-Maf.

Definition 11. Sei D = {(x(l),y(l)),...,(x(m),y(m))} ein Da-
tensatz und clf : R” — {0,1} ein (bindrer) Klassifikator.
Definiere

~ TP(D,clf)
prec(D, clf) = TP(D,clf)+ FP(D,clf)
~ TP(D, clf)
rec(D, clf) = TP(D,clf) + FN(D, clf)
F1(D,clf) - 2prec(D, clf)rec(D, clf)

prec(D, clf) + rec(D, clf)

Das Mafs prec(D, clf) (Prazision) misst also, wie viele
der als positiv klassifizierten Beispiele tatsdchlich posi-
tiv sind. Das Maf3 rec(D, clf) (Sensivitdt) misst, wie vie-
le der positiven Beispiele tatsdchlich als positiv klassifi-
ziert wurden. Das F1-Maf3 ist das harmonische Mittel von

6 Beachten Sie auch, dass das Genauigkeitsmafds tiber die-
se vier Werten definiert werden kann: acc(D,clf) =
TP(D,clf)+TN(D,clf)
TP(D,clf)+ TN(D,clf)+EP(D,clf)+ EN(D,clf)
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Prazision und Sensivitdt und ist iiblicherweise ein geeig-
netes Maf fiir die Gesamtqualitét eines Klassifikators.

Beispiel 25. Wir setzen Beispiel 23 fort. Hier gilt

preC(Drapid/ lef) =

1‘eC(Drapid/ lef) =

Gl = Tl = Q1] >

F1 (Drapidr lef) =

Beispiel 26. Wir setzen Beispiel 24 fort. Hier gilt

5
preC(Dapartment/ leg) = 6
5
I'eC(Dapartment/ leg) = 5 =1
10
Fl(Dapartment/ leg) = 11

Betrachten wir abschliefSfend noch einmal das Beispiel
der Tumorklassifikation mit einem Testdatensatz Diymor
und dem Klassifikator clf;,;,;;; definiert als clfy,;,;, = 0.
Betrachten wir weiterhin den alternativen trivialen Klas-
sifikator clf;,;,;, definiert als clf;, ;. = 1 (dieser Klassifi-
kator sagt also stets einen bosartigen Tumor vorher, un-
abhdngig von der tatsdchlichen Beobachtung). Die ent-
sprechenden Konfusionsmatrizen sind in Tabelle 11 ab-
gebildet. Hier haben wir
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Tabelle 11: Konfusionsmatrizen von clf;,;,;; (links) und
clfyyiviar (rechts) bzgl. Diymor-

preC(Dtumorr clfprivia) = 1
rec(Dtumor, lftriviar) = 0
F1(Dtumor, ttriviar) = 0

1
prec(D tumor, U pripiar) = m
1
rec(Diumor, Mtriviar) = T =1
2
F1(Dtumor, Mtriviarr) = ﬁ

Beachten Sie, dass prec(Dtumor, Aftriviar) = 8 und damit
strenggenommen undefiniert ist. Bei diesem Spezialfall
wird die Préazision aber tiberlicherweise als 1 definiert.
Bei beiden Klassifikatoren ist ersichtlich, dass einer der
beiden Werte Prazision und Sensitivitdt sehr gut ist, der
andere aber sehr schlecht. Das F1-Mafs harmonisiert bei-
de Werte und bewertet beide Klassifikatoren als sehr
schlecht (wie gewiinscht).

2.2.3 Mehrklassenklassifizierung

Klassifikationsprobleme mit mehr als zwei Klassen kon-
nen auf einfache Art und Weise in eine Reihe von bindren
Klassifikationsproblemen transformiert werden. Seien ¢y,
...,Cymitk > 2 die diskreten Klassen eines Klassifikations-
problems, dann lernt man k verschiedene Klassifikatoren
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] Nr. \ Alter (in Jahren) \ Gewicht (in kg) H Tierart ‘
1 12 12 Hund
2 13 34 Hund
3 16 30 Wolf
4 14 15 Dingo
5 15 39 Wolf
6 15 13 Dingo
7 10 5 Hund
8 17 56 Wolf
9 14 11 Dingo
10 11 23 Hund

Tabelle 12: Datensatz Dpimals zu Beispiel 27. Bitte beach-
ten Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.

fi1,---, fr, so dass f; daran angepasst ist, Klasse c; von Klas-
se nicht-c; = {cy,...,c¢} \ {¢c;}, furi=1,...,k, zu unterschei-
den.

Beispiel 27. Wir klassifizieren Tiere in die drei Klassen
Hund (Klasse 0), Wolf (Klasse 1) und Dingo (Klasse 2)
und benutzen dazu die Merkmale Alter (im Sinne von
erreichtes Lebensalter des Tieres) und Gewicht. Tabelle 12
zeigt einen beispielhaften Datensatz Dgpimas und Abbil-
dung 22 visualisiert die Daten (beachten Sie, dass wir hier
die Daten als zweidimensionale Projektion visualisieren).
Wir trainieren nun separat drei logistische Modelle fiir
die Klassen Hund, Wolf und Dingo. Mit anderen Worten,
wir erstellen drei Versionen des Datensatzes D pimals mit

bindren Klassen, namlich DHund pWolf ;4 =80
animals animals animals

Tabelle 13 zeigt beispielhaft den Datensatz Dﬂ”mdals, bei
der alle vorherigen Hund-Instanzen die Klasse 1 und alle
tibrigen Instanzen die Klasse 0 erhalten. Fiir dieser drei
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Abbildung 22: Datensatz D nimals Zu Beispiel 27 (visuali-
siert). Bitte beachten Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.

Datensitze erhalten wir die folgenden logistischen Mo-
delle:

1
friuna(y,2) ~ 1 4 ¢—17.131+1.386y-0.0519z

1
fwoity,2) ~ T 5555 5528y 0250

1
foingo(¥,2) = 1 + ¢11.707-1.194y+0.304z

Die Klassifikationsgrenzen dieser drei logistischen Mo-
delle sind in Abbildung 23 dargestellt.

Ein neues Beispiel x klassifiziert man nun, indem man
diesem Beispiel diejenige Klasse ¢; zuweist, fiir die f;(x)
maximal unter allen Klassifikatoren fi,..., f; ist. Fiir be-
liebige Funktionen fy,..., fi : R™1 —[0,1] definiere:

clfy, . 5 (x) = arg;max f;(x)

69



] Nr. \ Alter (in Jahren) \ Gewicht (in kg) H Ist Hund? ‘
1 12 12 1
2 13 34 1
3 16 30 0
4 14 15 0
5 15 39 0
6 15 13 0
7 10 5 1
8 17 56 0
9 14 11 0
10 11 23 1

Tabelle 13: Datensatz Diﬁ”mdals zu Beispiel 27.

Fiir den (in der Realitdt selten auftretenden) Fall, dass
zwei (oder mehr) Klassifikatoren f;, f; denselben maxi-
malen Wert haben, sei clfy, . beliebig (aber fix) defi-
niert, beispielsweise indem der kleinere Index von i und
j gewdhlt wird.

Beispiel 28. Wir setzen Beispiel 27 fort. Betrachten wir
ein neues Beispiel

x = (12,40)

so errechnen wir

1
friund(12,40) > 1 + ¢—17.131+1.386:12-0.0519-40

1
fi Wolf (12,40) ~ 1 + ¢20.99-0.92812-0.239-40

1
fpingo(12,40) ~ 1 + ¢11.707-1.194-12+0.304-40 ~

~0.929

~ (0.427

0

und es ergibt sich

lefHundrfWg]f,fDmgo (x) = Hund
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Abbildung 23: Klassifikationsgrenzen der optimal ange-
passten logistische Modelle fiir die drei Klassen Hund,
Wolf und Dingo auf dem Datensatz D pimals-

Abbildung 24 visualisiert die Klassifikationsgrenzen des
Klassifikators clf Frtundsfwolg foingo" Punkte im blauen Bereich
werden als Hunde klassifiziert, Punkte im hellbraunen
Bereich als Wolfe und Punkte im dunkelbraunen Bereich
als Dingos.

Zur Evaluation von Modellen zur Klassifikation mit
mehreren Klassen nutzen wir wie zuvor die Metriken
Genauigkeit, Prazision, Sensitivitdt und F1. Da es bei
mehr als zwei Klassen (und prinzipiell auch schon bei
zwei Klassen) keine eindeutige , positive” und keine ein-
deutige ,negative” Klasse geben muss, benutzt man hier
tiblicherweise klassenspezifische Varianten von Prazision,
Sensitivitdt und F1. Bei k Klassen bekommen wir also je-
weils k verschiedene Werte fiir Prazision, Sensitivitit und
F1. Fiir eine Klasse c schreiben wir dann prec,, rec. und
F1, fiir die entsprechende klassenspezifische Variante.

Beispiel 29. Angenommen, ein Klassifikator f klassifi-
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Abbildung 24: Klassifikationsgrenzen von

U 1 fivors foingo 2UF dem Datensatz Danimals-

ziert Bilder in Klassen Hund, Katze und Maus und ein
Testdatensatz D ist gegeben als

D = {(xD, Hund), (x®, Katze), (x'¥, Katze), (x¥, Hund),
(x(5 ),Katze), (x(6),Maus), (x(7),Katze), (x(s),Hund)}

Der Klassifikator f macht die folgenden Vorhersagen

f (M) = Hund f (x®) = Katze f (x®) = Katze
f (x*) = Hund f (x®)) = Katze f (x©®)) = Maus
f (")) = Katze f (x®) = Katze
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Dann erhalten wir
preCHund(D'f) =5=1
reCrnd(D, f) =

Flhuna(D, f) =

preCKatze(D ’ f ) =
reciaze(D, f) = - =1

FlKatze(D/f) =

O | QO W= =~ U1l =~ Gl WINDNIN

precy (D, f) =1
recyaus(D, f) =1
FlMaus(D/f) =1

2.2.4 Nichtlineare Modelle

Die in Abschnitt 2.1.3 vorgestellten Techniken zur Merk-
malserweiterung bei Regressionsproblemen kénnen in
gleicher Weise auch auf Klassifikationsprobleme und ins-
besondere bei der logistischen Regression angewendet
werden.

Beispiel 30. In einer Produktionsstétte fiir Schrauben soll
die Qualitdtssicherung erhoht und deshalb ein Modell
erlernt werden, das automatisch Schrauben aufserhalb
der Norm aussortiert. Dazu benutzen wir die Merkma-
le Linge und Gewicht der Schraube und die Klassen 1
(Qualitat ausreichend) und 0 (Qualitét nicht ausreichend.
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] Nr. \ Gewicht (in g) \ Lange (in mm) H Ok? ‘
1 11 27 1
2 10 28 1
3 13 29 0
4 11 28 1
5 11 30 0
6 12 26 0
7 10 29 1
8 10 30 0
9 9 27 0
10 8 28 0

Tabelle 14: Datensatz Dscrews zu Beispiel 30. Bitte beachten
Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.

Tabelle 14 zeigt einen beispielhaften Datensatz Dgcrews
und Abbildung 25 visualisiert die Daten. Abbildung 25
zeigt auch die Klassifikationsgrenze des optimalen logis-
tischen Modells fscrews, das in keinster Weise die Daten
addquat reprasentiert (es klassifiziert insbesondere alle
Daten aus fscrews als ,nicht ok”). Es gilt

precy(Dscrews, clfz,,....) = 0.6
reco(Dscrews, Clf 2 ene) = 1.0
Flo(Dscrews, clf,,...) = 0.75
prec; (Dscrews, clf £ ews) =1
rect(Dscrews, clf Frerews )=0
F11(Dscrews, clf, ,....) =0
Wie man an den Werte erkennen kann, klassifiziert fscrews
sehr einseitig. Insbesondere zeigt die Diskrepanz zwi-

schen F1p und F1; und der Wert F11 =0, dass fscrews die
Daten nicht addquat reprédsentiert.
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Abbildung 25: Datensatz Dscrews zu Beispiel 30 (visuali-
siert) und die Klassifikationsgrenze des optimalen logis-
tischen Modells (in rot). Bitte beachten Sie, dass die Daten
rein fiktiv sind.

Betrachten wir nun zusétzlich zu den Merkmalen Linge
und Gewicht alle polynomiellen Merkmale mit Maximal-
grad 2, so erhalten wir den erweiterten Datensatz D%,

dargestellt in Tabelle 15. Das optimale logistische Modell

exi s ist weitaus besser an die Daten angepasst, die Klas-

sifikationsgrenze zu & istin Abbildung 26 dargestellt.
Insbesondere gilt

precy (D ews, clf en )~ 0.83
reco(D% s, clf e ) ~0.83
Flo(Dgtrews/Clf et ) ~0.83
prec, (D% s, clf fen ) =075
recy (Dgﬁews,clffsegt )=0.75

rews

F11(Difews, Clf e ) =0.7

rews
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Nr. X1 X2 x% X1X2 x% Ok?
(=Gewicht) | (=Lange)
1 11 27 1211 297 | 729 || 1
2 10 28 100 | 280 | 784 | 1
3 13 29 169 | 377 | 841 | O
4 11 28 121 | 308 | 784 | 1
5 11 30 121 | 330 | 900 || O
6 12 26 144 | 312 | 676 || O
7 10 29 100 | 290 | 841 1
8 10 30 100 | 300 | 900 | O
9 9 27 81 | 243 |729 || O
10 8 28 64 | 224 | 784 || O

Tabelle 15: Erweiterter Datensatz D&, . mit polynomi-

ellen Merkmalen des Maximalgrads 2 zu Beispiel 30.

Die Einbeziehung nicht-linearer Merkmale bei der lo-
gistischen Regression bringt dieselben Vor- und Nachtei-
le wie bei der linearen Regression mit sich. Auf der einen
Seite erlaubt die Einbeziehung nicht-linearer Merkmale
die Reprasentation komplexerer Klassifikationsmodelle
und damit die bessere Anpassung an Daten, die nicht
geeignet mit einem linearen Modell angepasst werden
konnen (wie im vorherigen Beispiel). Auf der anderen
Seite erhoht die Einbeziehung weiterer Merkmale den Re-
chenaufwand beim Lernen und es entsteht wiederum das
Problem der Uberanpassung (siehe auch Abschnitt 2.1.3).
Um letzterem entgegenzuwirken kann das logistische
Modell um einen Regularisierungsterm erweitert wer-
den (in gleicher Weise wie wir das bereits fiir die lineare
Regression in Abschnitt 2.1.4 getan haben).
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Abbildung 26: Klassifikationsgrenze des optimalen lo-

gistischen Modells f&&, ¢ zu Datensatz D&, . aus Bei-
spiel 30.
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2.3 Support Vector Machines

Die Support Vector Machine’ (SVM) ist eine sehr robuste
und oft genutzte Methode zur Klassifikation (wobei es
auch Varianten zur Regression gibt).

2.3.1 Grundlagen

Die Kernidee von SVMs, die in dhnlicher Form auch
schon bei der logistischen Regression vorhanden ist, ist
die Bestimmung einer Hyperebene im Merkmalsraum, die
die Beispiele der unterschiedlichen Klassen voneinander
trennt. Abbildung 6 aus Unterkapitel 2.2 veranschau-
licht die Intuition hinter SVMs schon sehr gut. Im 2-
dimensionalen sind Hyperebenen einfache Geraden und
die in Abbildung 6 aus Unterkapitel 2.2 visualisierten
Klassifikationsgrenzen des logistischen Modells entspre-
chen somit diesen separierenden Hyperebenen. Wahrend
bei der logistischen Regression die Klassifikationsgren-
zen nur implizit berechnet werden und der Lernalgorith-
mus der logistischen Regression auf der Minimierung
der logistischen Kostenfunktion basiert, so wird bei der
SVM die Klassifikationsgrenze explizit gelernt. Es wird
dabei (bei bindrer Klassifikation) diejenige Hyperebene
gesucht, die die beiden Klassen voneinander trennt und
dabei den grofitmoglichen Abstand zu den Beispielen der
beiden Klassen hat.

Definition 12. Sei 0 € R", b € R. Eine Hyperebene® h3M
im R" bzgl. 0 und b ist die Menge aller Punkte x € R", die

7 Es gibt zu dem Begriff Support Vector Machine keine gebrauchliche

deutsche Ubersetzung.

Beachten Sie bitte, dass bei der Definition einer Hyperebene der
Parameter 6 aus dem R” kommt und nicht aus dem R"*! wie in
vorherigen Unterkapiteln. Die Rolle des konstanten Anteils (zuvor
6g) tibernimmt nun der Bezeichner b.

8
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die Gleichung
B gTy—p=0
erfiillen.

Beispiel 31. Wir betrachten wieder den fiktiven Rapid-
apfel und mochten gerne eine automatische Qualitéats-
kontrolle vor der Ausfuhr durchfiihren. Dazu nehmen
wir eine Reihe von Proben und setzen den Durchmesser
und das Gewicht der Apfel mit dem Ergebnis der Qua-
litdtskontrolle (ok und nicht ok) in Verbindung. Tabelle 16
und Abbildung 27 zeigen die erhobenen Daten D apiq>-
Auch gezeigt werden zwei separierende Geraden /1; und
hy, jeweils definiert als die Punkte x = (x1,x2)T, die die
folgenden Gleichungen erfiillen:

I =10 1), 10°  —0-9%1—x2+140=0
hy = h?_ngg,_l),_l% : —0.3x1—x2+106=0

Die eigentliche Klassifikation eines neuen Beispiels x
geschieht nun, indem man berechnet, auf welcher Seite
der Hyperebene hg\gM sich x befindet und die entspre-
chende Klasse ausgibt. Fiir Parameter 0 und b definiere:

1 fallsOTx—b>0
clfos(x) = { 0 falls0Tx-b<0 (©)

Wie zuvor besteht die Lernaufgabe nun darin, die Pa-
rameter 6 und b so zu ermitteln, dass hg\ZM (bzw. clfg )
einen gegebenen Datensatz gut erklart. Wir nehmen da-
zu zundchst an, dass die Klassen linear separierbar sind,
d.h., dass es tatsdchlich eine Hyperebene gibt, die die

Klassen voneinander trennen kann (also kein Beispiel
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] Nr. \ Gewicht (in g) \ Durchmesser (in mm) H Ok? ‘
1 61 92 1
2 58 93 1
3 58 87 0
4 60 91 1
5 61 89 1
6 56 86 0
7 57 88 0
8 58 92 1
9 57 85 0
10 59 92 1

Tabelle 16: Datensatz Dy4piq2 zu Beispiel 31. Bitte beachten
Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.

fehlklassifiziert wird). Den Fall der nicht-linear separier-
baren Daten schauen wir uns in Abschnitt 2.3.2 an. Bei
linear separierbaren Daten suchen wir dazu nach der ein-
deutig bestimmten Hyperebene, die die Klassen separiert
und den (Euklidischen) Abstand zum néchsten Beispiel
maximiert. Fiir einen Datensatz D sind die optimalen Pa-
rameter 0 und b daher bestimmt durch die Losung des
folgenden Minimierungsproblems:

min||6]] @)
sodass 0'x—b>1 firalle (x,1)eD
0"x—b < -1 fiir alle (x,0) € D

Bei der bindren Klassifikation mit SVMs benennt man die
beiden Klassen iiblicherweise 1 und —1 (statt 1 und 0).’

? In diesem Fall wird (6) zu

g 5(x) = 1 falls0Tx-b>0
HopX) =1 1 falls 6Tx—b <0
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Gewicht (in g)

Durchmesser (in mm)

Abbildung 27: Datensatz Di,piq2 zu Beispiel 31 (visuali-
siert) und zwei separierende Graden h; und h;.

Mit dieser Notation ldsst sich das Optimierungsproblem
(7) auch einfacher durch

minl||6| (8)
so dass y(QTx —b) > 1 fiir alle (x,y) € D

ausdriicken.

Beispiel 32. Wir setzen Beispiel 31 fort. Die optimale
SVM fiir dieses Beispiel ist gegeben durch

;SYM
(

hopt ~ 04,-0.4),-59.01 ° —0.4x1 —0.4x2+59.01 =0

Die Funktion hopt ist visualisiert in Abbildung 28.

Schauen wir uns die Konstruktion der optimalen se-
parierenden Hyperebene etwas genauer an. Abbildung 29
zeigt einen zweidimensionalen Datensatz (mit weifien
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Abbildung 28: Optimal angepasste SVM ¢ fiir Daten-
satz Drapid2 zu Beispiel 32.

bzw. schwarzen Punkten, die die beiden Klassen sym-
bolisieren), sowie die optimal angepasste Hyperebene hy
mit

ho=hyM: 6Tx-b=0

Weiterhin dargestellt sind zwei zu h( parallele Hyperebe-
nen /1 und h_q, die definiert sind durch

h: 0'x—b=1
hop: OTx—b=-1

Mit anderen Worten, i1 und h_; sind die beiden im Ab-
stand von jeweils ”17” liegenden Hyperebenen zu hy. Die
Losung des Optimierungsproblems (8) arrangiert ho, hy,
und h_; gerade so, dass h; und h_; ihre jeweils nédchstge-
legene Klasse gerade beriihren und hy genau in der der
Mitte zwischen h; und h_; liegt. Eine Interpretation des
Optimierungsproblems (8) ist daher, dass Parameter 0
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Abbildung 29: Optimal angepasste SVM hy mit parallelen
Geraden h; und h_1 und Stiitzvektoren (in rot).

und b gefunden werden sollen, so dass der Abstand zwi-
schen 1 und h_; maximal ist (dieser betrdgt genau ”‘ET”).
Der Parameter 0 ist damit der Normalenvektor der Hy-
perebenen hy, h; und h_; und der Abstand von hy zum
Ursprung ist genau ”;g”. Wie man in Abbildung 29 erken-
nen kann, ist die Losung des Optimierungsproblems (8)
einzig durch diejenigen Datenpunkte bestimmt, die ge-
nau auf den Hyperebenen h; und h_; liegen (alle ,da-
hinter” liegenden Datenpunkte haben keinen Einfluss
auf die Losung). Diese Datenpunkte nennt man daher
Stiitzvektoren (engl. support vectors), von denen sich der
Name Support Vector Machine ableitet.

Beispiel 33. Wir setzen Beispiel 32 fort. Abbildung 30
zeigt noch einmal die optimale separierende Hyperebe-
ne filir Dy,piq2, sowie die beiden parallel liegenden Hyper-

ebenenim Abstand ﬁ. Die entsprechenden Stiitzvektoren
sind markiert.
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Abbildung 30: Optimal angepasste SVM hopt und zu-
gehorige Stiitzvektoren (umkreist) fiir Datensatz Diapido
zu Beispiel 33.

2.3.2 Nicht-linear-separierbare Daten

In realistischen Anwendungsfillen fiir Klassifikationsal-
gorithmen ist die lineare Separierbarkeit der Daten in
den wenigsten Fillen gegeben. Bei nicht vorhandener li-
nearer Separierbarkeit besitzt das Optimierungsproblem
(8) keine zuldssige Losung und die lineare SVM bleibt
undefiniert.

Beispiel 34. Wir betrachten wieder Dapartment aus Unter-
kapitel 2.2, Beispiel 2. Der Datensatz ist noch einmal in
Tabelle 17 und Abbildung 31 dargestellt. Beachten Sie,
dass es keine Parameter O und b gibt, so dass y(0Tx—b) > 1
tiir alle (x,y) € Dapartment gilt. Damit gibt es keine separie-
rende Hyperebene.

Um auch nicht-linear separierende Datensatze mit (li-
nearen) SVMs zu klassifizieren, modifizieren wir das Op-
timierungsproblem (8) etwas. Anstatt y(07x —b) > 1 fiir
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Tabelle 17: Datensatz Dapartment Zu Beispiel 34 (siehe auch
Unterkapitel 2.2, Beispiel 2).

alle (x,y) € D strikt zu fordern, soll der Term 1 - y(67x—b)
nur so klein wie moglich werden (die Verletzung der Be-
dingungen soll also so gering wie moglich sein). Realisiert

wird dies durch die Hinge-Kostenfunktion'©.

Definition 13. Sei D ein Datensatz und f : R" — R eine
beliebige Funktion.!! Die Hinge-Kostenfunktion LP"8¢ von
f bzgl. D ist definiert durch

Lhinse(D, f) = Z max{0,1 -y f(x®))
i=1

Beachten Sie, dass wir fiir den Fall f (x®) = y(i) e{-1,1}
fir i =1,...,m (die Funktion f erkldrt die Daten D also

10 Der deutsche Begriff ,Scharnier”-Kostenfunktion ist nicht tiblich.

11 Beachten Sie, dass wir wie bei SVMs tiblich die beiden Klassen
mit 1 und -1 bezeichnen und nicht mit 1 und 0. Ist f(x) negativ,
so wird x der Klasse —1 zugeordnet, ist f(x) nicht-negativ, so wird
x der Klasse 1 zugeordnet.
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Abbildung 31: Datensatz Djpartment zu Beispiel 34 (siehe
auch Unterkapitel 2.2, Beispiel 2).

perfekt) Lhinge(D, £) = 0 erhalten, die Kosten also minimal
sind. Je starker die Vorhersagen von f von den Zielwerten
abweichen, desto grofser wird Lhinge(D, 1)

Wir wenden die Hinge-Kostenfunktion auf lineare
SVMs an, indem wir sie in die Zielfunktion des Opti-
mierungsproblems (8) aufnehmen (und dafiir die har-
ten Nebenbedingungen weglassen). Weiterhin fiigen wir
einen Regularisierungsparameter C € R*? ein.!? Fiir einen
Datensatz D sind damit die optimalen Parameter 6 und
b bestimmt durch die Losung des folgenden Minimie-
rungsproblems:

1 v : :
min C||6]]% + - Z max{0,1-yP@TxD -p)}  (9)
i=1

Beachten Sie die folgenden Anmerkungen zum Optimie-

12 IR>0 bezeichne die Menge der positiven reellen Zahlen.
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rungsproblem (9):

¢ Die Hinge-Kostenfunktion wird hier mit dem Fak-
tor % multipliziert, d. h., der zweite Term der Ziel-
funktion ist die durchschnittliche Abweichung der
Datenpunkte anstatt die Summe aller Abweichun-
gen. Bei der Minimierung in (9) spielt dies keine
Rolle, aber dies wirkt sich auf die Skalierung des
Parameters C aus.

e Im ersten Term wird ||0]| quadriert. Dies war bei (8)
nicht der Fall und auch nicht notwendig, da dort
|0]| der einzige Term in der Zielfunktion war und
die Quadrierung keinen Unterschied in der Losung
bewirkt. In (9) sind allerdings zwei Terme gegenein-
ander abzuwégen und die Quadrierung bewirkt,
dass der Term ||0|| eine zundchst hohere Prioritat
erhdlt (auch in Abhédngigkeit von Parameter C).

e Der Term CJ|0||? istidentisch zum Tikhonov-Regulari-
sierer (siehe Definition 6 in Unterkapitel 2.1) und der
Parameter C iibt eine d4hnliche Funktion aus wie bei
der Regularisierung. Bei kleinem C verhalt sich das
Optimierungsproblem (9) dhnlich wie das Optimie-
rungsproblem (8). Insbesondere erhélt man bei line-
ar separierbaren Daten D und geniigend kleinem
C dieselbe separierende Hyperebene. Bei grofieren
Werten von C wird der gelernte Klassifikator tole-
ranter gegeniiber Abweichungen von linearer Se-
parierbarkeit von D.

Die Form (9) ist die in der Praxis geldufige Form, um
eine lineare SVM fiir nicht-linear separierbare Daten zu
erlernen. Eine solche SVM nennt man auch soft-margin
SVM (im Gegensatz dazu nennt man SVMs nach (8) auch
hard-margin SVMs).
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Abbildung 32: Datensatz Djpartment und soft-margin SVM
tiir C = 1 zu Beispiel 35.

Beispiel 35. Wir setzen Beispiel 34 fort. Abbildung 32
zeigt die soft-margin SVM fiir C = 1.

2.3.3 Kernelfunktionen

Lineare soft-margin SVMs konnen sinnvoll angewendet
werden, wenn die Daten grundsétzlich in einem linea-
ren Zusammenhang stehen, aber einzelne Datenpunkte
verrauschte Informationen darstellen. Ahnlich wie die
lineare und die logistische Regression (siehe Abschnit-
te 2.1.2 und 2.2.3) kénnen sowohl hard-margin als auch
soft-margin SVMs generalisiert werden, um nicht-lineare
Zusammenhinge in den Daten zu erkennen.

Beispiel 36. Wir betrachten wieder den Datensatz Dgcrews
aus Abschnitt 2.2.3, Beispiel 14. Der Datensatz ist noch
einmal in Tabelle 18 und Abbildung 33 dargestellt. Es
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] Nr. \ Gewicht (in g) \ Lange (in mm) H Ok? ‘
1 11 27 1
2 10 28 1
3 13 29 0
4 11 28 1
5 11 30 0
6 12 26 0
7 10 29 1
8 10 30 0
9 9 27 0
10 8 28 0

Tabelle 18: Datensatz Dgcrews zu Beispiel 36 (siehe auch
Abschnitt 2.2.3, Beispiel 14).

sollte offensichtlich sein, dass weder eine lineare hard-
margin noch eine lineare soft-margin SVM die verschiede-
nen Klassen erkennen kann.

Um SVMs auf Daten wie aus dem vorherigen Bei-
spiel anwenden zu konnen, benutzen wir eine dhnliche
Technik, wie wir es bereits fiir lineare und logistische Re-
gression getan haben: wir transformieren den Ursprungs-
Merkmalsraum in einen hoherdimensionalen Raum, in-
dem wir neue Merkmale durch Kombination existieren-
der Merkmale erzeugen. Bei SVMs konnen wir allerdings
einen Trick (den sogenannten Kernel-Trick) anwenden,
der uns eine explizite Merkmalserweiterung (und den
damit einhergehenden rechnerischen Aufwand) erspart.
Bevor wir genauer auf diesen Trick eingehen, beschéftigen
wir uns erst einmal damit, wie genau die (soft-margin)
SVM berechnet wird. Dazu hier noch einmal das Opti-
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Abbildung 33: Datensatz Dgcews zu Beispiel 36 (siehe
auch Abschnitt 2.2.3, Beispiel 14).

mierungsproblem (9):
1 m
- 2 _z — DT
min C||0|| +m 4 max{0,1 -y (6" x\” - b)}

Das obige Optimierungsproblem kann direkt mit Me-
thoden wie Gradient Descent gelost werden. Eine ande-
re Moglichkeit besteht darin, das zum obigen Problem
duale Problem zu l6sen (seien dazu A4,..., A, die dazu-
gehorigen Lagrange-Multiplikatoren)!3:

m m m
maxz Ai— % Z Z y Dy A, )\ x(l))Tx(f)) (10)
i=1 i=1 j=1
m
so dass Z Ay =0
i=1
0<A; < LC i=1,....m

13 Wir werden im Rahmen dieses Buches nicht auf die Herleitung der
dualen Form eingehen, siehe hierzu entsprechende Textbiicher zu
Optimierung.
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Sei A}, ..., A}, die (eindeutig bestimmte) Losung von (10).
Sei k der kleinste Index, so dass A > 0 (es muss mindes-
tens einen solchen Index geben). Definiere

m

" = Z /\;y(i)x(i)
i=1

bt = (6%)Tx® - y(k)

Es gilt dann, dass 6%, b* Losung von (9) ist. Das Opti-
mierungsproblem (10) ist quadratisch und konvex und
kann mit Algorithmen zur quadratischen Optimierung
effizient gelost werden.

Beachten Sie, dass das Optimierungsproblem (10) tiber
m (=Anzahl Beispiele im Trainingsdatensatz) Variablen
A1, ..., Ay definiertist. Insbesondere ist die Form des Opti-
mierungsproblems unabhingig von der Anzahl der Merk-
male 7. Das einzige Vorkommen von Merkmalen in (10)
ist ((x(i))Tx(j)>, wo alle paarweisen Skalarprodukte der
Beispiele berechnet werden. Das Ergebnis dieser Ska-
larprodukte ist stets eine reelle Zahl und muss nur ein
einziges Mal wéhrend der Optimierung berechnet wer-
den. Werden die Daten nun in einen héherdimensionalen
Merkmalsraum transformiert, so miissen wir ausschliefs-
lich an dieser Stelle ein anderes Skalarprodukt verwen-
den. Sei k: R"XxR" — R eine beliebige Funktion. Wir
schreiben (10) allgemeiner als

m m m
maxZ/\i—% . Zy(l)y(])/\i/\jk(x(l),x(])) (11)
i=1 i=1 j=1
m
so dass Z Ay =0
i=1
OSAZ'S % i=1,...,m
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Beachten Sie, dass wir fiir
T
klinear(xzx/) =xx

die exakt gleiche Form wie (10) erhalten. Funktionen
k heifsen Kernelfunktionen (oder einfach nur Kernel) und
Kiinear heifst die lineare Kernelfunktion. Sei ¢ : R" — R"” mit
n’ > n eine beliebige Transformation des Merkmalsraums
in einen hoherdimensionalen Merkmalsraum. Eine Ker-
nelfunktion kcp realisiert dann das Skalarprodukt im R":

ko (x,x') = p(x) p(x')

Der eigentliche ,Kernel-Trick” besteht dann darin, dass
ke direkt iiber x und x” definiert werden kann, ohne die
Transformationen ¢(x) und ¢(x”) explizit durchzufiihren.
Schauen wir uns dies an einem Beispiel an.

Beispiel 37. Sei ¢ : R? — R3 definiert durch
P(x1,%2) = (3, V2x122,23)
Die Transformation ¢ realisiert also (in etwa) eine polyno-

mielle Merkmalserweiterung. Beispielsweise gilt ¢(2,3) ~
(4,8.48,9)T. Betrachte nun

ko(x,x) = p(x) p(x')
Sei a=(2,3)T und b =(4,5)7. Um key(a,b) zu berechnen,
miissen also zunichst beide Merkmalsvektoren a und b

in den erweiterten Merkmalsraum transformiert werden:

P(a) ~ (4,8.48,9)T
P(b) ~ (16,28.28,25)T
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Dann erhalten wir ky(a,b) durch das Skalarprodukt von
¢(a) mit (b):

16
k(a,b) ~ (4,8.48,9) [ 28.28 ] ~ 64 +240 + 225 = 529
25

Man kann allerdings leicht beweisen!#, dass kg charakte-
risiert werden kann durch

kp(x,x') = (xTx')? (12)
Insbesondere gilt

2
ky(a,b) = (a"b)* = ((2,3)( ‘51 )) = (8+15)> =529

Wie man hoffentlich leicht einsieht, ist die Berechnung
von k, iber die Charakterisierung (12) rechentechnisch

einfacher als via ke (x,x) = H)Tp(x).

Der Kernel ky, aus dem vorherigen Beispiel ist der
homogene polynomielle Kernel zu Grad 2. Gebrduchliche
Kernel sind die folgenden:

T . /N\d
K yonx) = ()
(homogener polynomieller Kernel zu Grad d > 0)
d,r AN d
kpoly_i(x,x )=(x"x"+7)
(inhomogener polynomieller Kernel zu Grad d > 0 mit r € R)

y o 12
ko fxx')=e Vb=l
(Radiale Basisfunktion mit y > 0)

Beachten Sie auch, dass der lineare Kernel ein Spezialfall

deshomogenen polynomiellen Kernelsist: kjjnear = k}1) oly-h-

!4 Dies ist eine Ubungsaufgabe.
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Abbildung 34: Datensatz Dscrews und Entscheidungs-
grenze zur SVM mit Kernel kib cund C =500 zu Beispiel 38.

Der Kernel kfb . wird gelegentlich auch Gaufischer Kernel
genannt und wird recht oft verwendet, da er in der Lage
istauch komplexere Klassenunterscheidungen zu model-
lieren.

Beispiel 38. Wir setzen Beispiel 36 fort. Abbildung 34
zeigt die Entscheidungsgrenze zur SVM basierend auf
der Radialen Basisfunktion mit Parametern y =1 und
C = 500. Punkte innerhalb der Grenze werden als , 0k”
klassifiziert und Punkte aufierhalb der Grenze werden
als ,nicht ok” klassifiziert.
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2.4 Nachste-Nachbarn Klassifikation

Néchste-Nachbarn-Klassifikation (engl. nearest-neighbour
classification) ist ein konzeptuell sehr einfacher Algorith-
mus zur Klassifikation, der (in der einfachsten Auspra-
gung) im Gegensatz zu den bisher diskutierten Ansitzen
kein Training benotigt, sondern direkt auf dem Trainings-
datensatz basierend Klassifikationen vornimmt.

24.1 Grundlagen

Die Grundidee des KNN-Algorithmus (k-nearest neigh-
bour) besteht darin, dass zur Vorhersage der Klasse ein-
fach die vorherrschende Klasse der k € IN nachsten Nach-
barn (aus dem Trainingsdatensatz) im Merkmalsraum
gewdahlt wird.

Definition 14. Sei D = {(x(,yD), ..., (x™,4y("M)} ein Da-
tensatz, k € N und x € R". Definiere

clfp k(x) = maj(nearest(D, x))
mit

nearesty(D,x) = {y1,..., Yk} € {y(l),...,y(’”)}
sodassx; # x; furallei,j=1,...,k
und ||x; — x|| < || — x]| fiir alle

i=1,....kund £ € {xD, .. x"N\ {xq, ..., %}
und

maj({y1,...,yx) =y €{y1,..., i}

so dass |{i | y; = y}| maximal unter allen
yE€{y1,..., Yk} ist
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Mit anderen Worten, nearesty(D, x) bestimmt die Klas-
sen derjenigen k Beispiele des Datensatzes D, die sich
beziiglich der Euklidischen Distanz am nédchsten zu x be-
finden. Die Funktion maj bestimmt dann diejenige Klas-
se, die unter diesen k ndchsten Nachbarn am haufigsten
auftaucht. Beachten Sie bitte die folgenden Annahmen
zu der obigen Definition:

e Bei nearesty (D, x) nehmen wir an, dass alle Beispie-
le des Datensatzes D eine unterschiedliche Distanz
zu x haben. Fur den Fall, dass zwei oder mehr Bei-
spiele in D die gleiche Distanz zu x haben (und
diese eventuell beide dann zu den k nachsten Nach-
barn zdhlen wiirden), werden wir dennoch nur im-
mer genau k ndchste Nachbarn betrachten und da-
mit ggfs. ein (zufillig gewdhltes) Beispiel mit der
gleichen Distanz wie der zuletzt gewéhlte nédchste
Nachbar ignorieren.

e Bei maj nehmen wir an, dass es immer eine ein-
deutige Klasse in der Mehrheit gibt. Gibt es meh-
rere maximal vorhandene Klassen, wiahlen wir eine
Klasse zufillig aus.

Der KNN-Algorithmus in Definition 14 ist an einigen
Stellen parametrisierbar. Zum einen muss die Bestim-
mung der k ndchsten Nachbarn nicht notwendigerweise
mithilfe der Euklidischen Norm || - || erfolgen, prinzipiell
kann hier eine beliebige Norm verwendet werden. Zum
anderen kann die Funktion maj durch andere Selekti-
onsfunktionen ausgetauscht werden, beispielsweise eine
Funktion, die der Klasse der ndheren Nachbarn (inner-
halb der k ausgewéhlten Nachbarn) eine hohere Gewich-
tung gibt. Im Folgenden werden wir aber ausschliefslich
die in Definition 14 vorgestellte Variante benutzen, die
als einzigen Parameter die Anzahl der auszuwéhlenden
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Abbildung 35: Datensatz Dpvies Zu Beispiel 39 (visuali-
siert).

Nachbarn k besitzt. Typische Werte fiir k liegen hier im
Bereich 1,...,10, wobei Klassifikatoren mit kleineren Wer-
ten fiir k zu Uberanpassung und hoheren Werten fiir k zu
Unteranpassung neigen.

Beispiel 39. Wir klassifizieren Filme in die beiden Klas-
sen ,Kinderfilm”“ und ,Actionfilm” anhand der beiden
Merkmale ,Lange” und ,Kosten”. Tabelle 19 und Ab-
bildung 35 zeigen die erhobenen Daten Dpgyvies. Abbil-
dung 36 zeigt die Entscheidungsgrenzen von drei ver-
schiedenen KNN-Klassifikatoren fur k =1,3,5.

2.4.2 Nichste-Nachbarn-Regression

Der KNN-Algorithmus kann mit einer einfachen Modifi-
kation auch auf Regressionsprobleme angewendet wer-
den. Anstatt als Klasse eines neuen Beispiels die vorherr-
schende Klasse der Nachbarschaft zu wihlen, wird hier
als Zielwert der Mittelwert der Nachbarschaft gewdhlt.
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Nr. | Lange (in Min.) Kosten Klasse
(in Mio. EUR)

1 90 100 Kinderfilm
2 101 120 Kinderfilm
3 103 90 Kinderfilm
4 89 200 Kinderfilm
5 122 240 Actionfilm
6 100 90 Kinderfilm
7 131 120 Actionfilm
8 94 170 Actionfilm
9 99 98 Kinderfilm
10 125 78 Kinderfilm
11 134 260 Actionfilm
12 121 180 Actionfilm
13 105 100 Kinderfilm
14 94 80 Kinderfilm
15 99 160 Kinderfilm
16 120 150 Kinderfilm
17 110 200 Actionfilm
18 115 160 Actionfilm
19 95 82 Actionfilm
20 101 160 Kinderfilm

Tabelle 19: Datensatz Dpvies zu Beispiel 39. Bitte beach-
ten Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.

Definition 15. Sei D = {(x(),y),..., (x™), y™)} ein Da-
tensatz (fiir Regression, also y(l) eR,i=1,...,m), ke N

und x € R". Definiere

regrp (x) =

Z yenearest(D,x) y

k

mit nearesty(D, x) wie in Definition 14.
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Abbildung 36: Drei KNN-Klassifikatoren fiir den Daten-
satz Dmovies zu Beispiel 39 (links: k = 1, mitte: k = 3, rechts:
k = 5). Beispiele in braunen Regionen werden als Action-
film und Beispiele in blauen Regionen werden als Kin-
derfilm klassifiziert.

Beispiel 40. Wir betrachten wieder den Datensatz Dy,yges
aus Abschnitt 2.1.2, Beispiel 11. Der Datensatz ist noch-
mal in Tabelle 20 und Abbildung 37 dargestellt. Abbil-
dung 38 zeigt drei verschiedene KNN-Regressoren fiir
k=1,3,5.

2.4.3 Merkmalskalierung

Ein besonderer Nachteil des KNN-Algorithmus (insbe-
sondere bei der Verwendung der Euklidischen Norm)
ist eine Empfindlichkeit bzgl. verschiedener Skalen der
Merkmale.

Beispiel 41. Wir betrachten wieder Beispiel 11 aus Ab-
schnitt 2.2.2 zur Klassifikation von Tieren in die drei Klas-
sen Hund (Klasse 0), Wolf (Klasse 1) und Dingo (Klasse 2)
und benutzen dazu die Merkmale Alter (im Sinne von er-
reichtem Lebensalter des Tieres) und Gewicht. Tabelle 21
und Abbildung 39 zeigen noch einmal die Daten. Ab-
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] Nr. \ Fliche (in m?) H Preis (in EUR) \
1 100 210000
2 120 270000
3 160 290000
4 170 470000
5 200 620000
6 210 680000
7 310 1600000
8 330 1900000
9 370 2570000
10 400 3300000

Tabelle 20: Datensatz Dyoyses Zu Beispiel 40, siehe auch
Beispiel 11 aus Abschnitt 2.1.2.

bildung 40 zeigt die Entscheidungsgrenzen von drei ver-
schiedenen KNN-Klassifikatoren fiir k = 1,3,5. Betrach-
ten wir zunéchst den Fall fiir k = 1. Hier ist schon klar zu
sehen, dass die Entscheidungsgrenzen des Klassifikators
etwas unintuitiv sind. Betrachten Sie beispielsweise ein
Tier x, dass sich auf der Verbindungslinie der Tiere 2 und
10 befindet (in der Abbildung die oberen beiden Hunde).
Da beide Tiere 2 und 10 als Hunde klassifiziert wurden,
wiirde man davon ausgehen, dass auch x als Hund klassi-
tiziert werden sollte, da sich die Merkmalsauspragungen
von x genau zwischen Tier 2 und Tier 10 befinden. Aller-
dings gibt es einen Bereich zwischen Tier 2 und Tier 10,
der als Wolf klassifiziert wird. Der Grund dafiir ist der
grofiere Einfluss des Merkmals ,,Gewicht”, das auf einer
grofieren Skala (5-56) als das Merkmal , Alter” (10-17)
auf den Trainingsdaten verteilt ist. Durch Nutzung der
Euklidischen Distanz fallen vergleichsweise geringe Ab-
weichungen beim Merkmal ,Gewicht” dadurch stdrker
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Abbildung 37: Datensatz Dpouses Zu Beispiel 40, siehe
auch Beispiel 11 aus Abschnitt 2.1.2.

in die Abstandsberechnung ein. Bei den Klassifikatoren
zu k =3 und k =5 sieht man, dass Abweichungen im
Merkmal , Alter” immer weniger eine Rolle spielen.

Das Problem der unterschiedlichen Skalen bei Merk-
malen tritt nicht nur beim KNN-Algorithmus auf, die
meisten Verfahren des maschinellen Lernens kénnen (zu
unterschiedlichen Graden) hier unintuitive Ergebnisse
liefern. Ein wichtiger Schritt in der Datenvorverarbeitung
besteht deshalb darin, die Merkmalsauspragungen ent-
sprechend zu normieren. Es gibt dazu verschiedene An-
sdtze, wir stellen hier die gebrauchlichste z-Transformation
(oder einfach nur Standardisierung) vor.

Definition 16. Sei D = {(x(),yD), ..., (x™, (™M)} ein Da-
tensatz. Der z-transformierte Datensatz D = {(32(1),}}(1)),...,
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Abbildung 38: Drei KNN-Regressoren fiir den Datensatz
Dpouses zu Beispiel 40 (links: k = 1, mitte: k = 3, rechts:
k =5).

(x0m), }7(’”))} ist definiert als

wobei

die Mittelwert von Merkmal j und

\/ @D =g (- 52
G]' =

m

die Standardabweichung von Merkmal jist, fiir j=1,...,m,
i=1,...,n.

Nach der z-Transformation ist der Erwartungswert
(tiber dem gegebenen Datensatz) jeder Merkmalsauspra-
gung 0 und die Varianz jeder Merkmalsauspriagung 1.
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] Nr. \ Alter (in Jahren) \ Gewicht (in kg) H Tierart ‘
1 12 12 Hund
2 13 34 Hund
3 16 30 Wolf
4 14 15 Dingo
5 15 39 Wolf
6 15 13 Dingo
7 10 5 Hund
8 17 56 Wolf
9 14 11 Dingo
10 11 23 Hund

Tabelle 21: Datensatz Dypimais zu Beispiel 41, siehe auch
Beispiel 11 aus Abschnitt 2.2.2.

Unterschiede zwischen verschiedenen Merkmalsauspra-
gungen sind dabei besser vergleichbar.

Beispiel 42. Wir fiithren Beispiel 41 fort. Als Mittelwerte
FAlter UNA XGewicht SOwWie Standardabweichungen oajter
und 0Gewicht der beiden Merkmale ,, Alter” und ,,Gewicht”
erhalten wir

12+13+16+14+15+15+10+17+14 +11
XAlter = 10

137
=—=137
10 3

O Alter ~ 2.1

5 12+34+30+15+39+13+5+56+11+23
XGewicht = 10
238
= — =23.
10 38

0Gewicht ¥ 15.039
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Abbildung 39: Datensatz Dnimals zu Beispiel 41, siehe
auch Beispiel 11 aus Abschnitt 2.2.2.

Daraus ergibt sich der z-transformierte Datensatz D animals,
wie in Tabelle 22 und Abbildung 42 dargestellt. Abbil-
dung 42 zeigt die Entscheidungsgrenzen von drei ver-
schiedenen KNN-Klassifikatoren fiir k = 1,3,5.
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Gewicht (in kg)
n w S
Gewicht (in kg)
n w s
Gewicht (in kg)
n w s

12 14 16 10 12 14 16 10 12 14
Alter (in Jahren) Alter (in Jahren) Alter (in Jahren)

Abbildung 40: Drei KNN-Klassifikatoren fiir den Daten-
satz Danimals zu Beispiel 41 (links: k = 1, mitte: k = 3,
rechts: k = 5). Beispiele in dunkelbraunen Regionen wer-
den als ,,Dingo”, Beispiele in hellbraunen Regionen wer-
den als ,,Wolf” und Beispiele in blauen Regionen werden
als ,Hund” klassifiziert.

Nr. Alter Gewicht Tierart
(normalisiert) (normalisiert)
1 -0.81 -0.785 Hund
2 -0.333 0.678 Hund
3 1.095 0.412 Wolf
4 0.143 -0.585 Dingo
5 0.619 1.011 Wolf
6 0.619 -0.718 Dingo
7 -1.762 -1.25 Hund
8 1.571 2.141 Wolf
9 0.143 -0.851 Dingo
10 -1.286 -0.053 Hund

Tabelle 22: Z-Transformierter Datensatz D,pimais zu Bei-
spiel 42.
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Abbildung 41: Z-Transformierter Datensatz Danimals ZU
Beispiel 42.
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Abbildung 42: Drei KNN-Klassifikatoren fiir den Daten-
satz Dapimals ZU Beispiel 42 (links: k = 1, mitte: k = 3,
rechts: k = 5). Beispiele in dunkelbraunen Regionen wer-
den als ,Dingo”, Beispiele in hellbraunen Regionen wer-
den als ,,Wolf” und Beispiele in blauen Regionen werden
als ,Hund” klassifiziert.
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2.5 Bayes Klassifikator

Bevor wir uns mit dem eigentlichen Thema dieses Un-
terkapitels beschéftigen (Klassifikation mit Bayes’schen
Methoden), blicken wir noch einmal auf die bisher be-
trachteten Techniken des maschinellen Lernens zurtick.
In den Unterkapiteln 2.1-2.3 haben wir uns mit linea-
rer und logistischer Regression, sowie mit Support Vector
Machines beschiftigt. Was diese Ansédtze gemeinsam ha-
ben, ist das Anpassen eines bestimmten Modells an Trai-
ningsdaten mit anschlielender Nutzung dieses Modells
fiir neue Vorhersagen (sei es Regression oder Klassifi-
kation). Die Kernidee bestand also darin, Parameter fiir
den entsprechenden Modelltyp zu finden, sodass das ge-
lernte Modell die Trainingsdaten am besten erklart und
das Modell ,gut” generalisiert. In Unterkapitel 2.4 ha-
ben wir uns die Nachste-Nachbarn-Klassifikation ange-
schaut. Bei diesem Ansatz wird kein explizites Modell
gelernt und die Grundidee bestand darin, dass eine neue
Instanz so klassifiziert wird, wie es gegeben durch die
Nachbarschaft der neuen Instanz am wahrscheinlichsten
ist. Wir werden uns in diesem Unterkapitel mit einer all-
gemeinen Methode beschiftigen, die die beiden Konzep-
te Modell und Wahrscheinlichkeit beim Lernprozess expli-
ziert.

2.5.1 Das Maximum-Likelihood-Prinzip

Wie bereits oben beschrieben, besteht das Problem des
maschinellen Lernens darin, zu einem gegebenen Trai-
ningsdatensatz D ein optimales Modell /1 zu bestimmen.
In diesem Unterkapitel werden wir zu einem Modell h
auch Hypothese sagen und {iiblicherweise nimmt man an,
dass h aus einem gegebenen Hypothesenraum H ent-
stammt (z.B. der Menge aller linearen Funktionen im
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Fall der linearen Regression). Der Begriff der Optimalitat
kann so interpretiert werden, dass wir die wahrschein-
lichste Hypothese h suchen, gegeben dass wir die Trai-
ningsdaten D beobachtet haben. Sei P die Wahrschein-
lichkeitsverteilung, die unserem Szenario unterliegt (und
tiblicherweise nur partiell bekannt ist). Wir suchen also
eine Hypothese /1, die den Wert P(h | D) maximiert, wobei
P(h | D) die Wahrscheinlichkeit von / gegeben der Beob-
achtung D beschreibt. Der Wert P(h | D), den wir auch
»a posteriori”-Wahrscheinlichkeit von / nennen, kann
im Allgemeinen nicht direkt bestimmt werden, aber das
Bayes-Theorem kann helfen, den Wert P(h | D) anzundhern.
Es gilt

PD | mP(h)

P(D)

Der Wert P(h) ist die ,a priori” Wahrscheinlichkeit der
Hypothese £, d. h., die eventuell durch Hintergrundwis-
sen angereicherte Wahrscheinlichkeit, wie genau die Hy-
pothese auszusehen hat. Ublicherweise besteht unser voll-
standiges Hintergrundwissen nur aus dem Datensatz D
und wir haben keine weiteren Informationen zum Hypo-
thesenraum H. Deshalb nimmt man hier iiblicherweise
eine Gleichverteilung auf H an, d. h., alle Hypothesen sind
gleich wahrscheinlich (im Falle der linearen Regression
sind also alle Parameter 0 gleich wahrscheinlich). Der
Wert P(D) ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Datensatz
D beobachtet wurde. Der Wert P(D | h) ist die Wahrschein-
lichkeit, D zu beobachten, gegeben dass D von h ,gene-
riert” wurde. Im Gegensatz zu P(h | D) ist P(D | h) einfa-
cher abzuschétzen, da P(D | h) prinzipiell beschreibt, wie
guth den Datensatz D erkldrt. Wir sind daran interessiert,
eine Hypothese /" zu finden, die (13) maximiert:

h* = argmaxP(h | D) (14)
heH

P(h|D) = (13)
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Eine Hypothese h*, die (14) erfiillt, nennen wir Maximum-
A-Posteriori-Hypothese (MAP-Hypothese). Nach (13) und
dem Umstand, dass der Term P(D) fiir die Maximierung
irrelevant ist®, folgt:

W= P(h|D
argmax (h| D)

P(D | h)P(h)
= argmax
= arg?%;(P(D | k)P(h) (15)

Ist P(h) gleichverteilt, so konnen wir auch den Term P(h)
aus der obigen Optimierungsaufgabe streichen und wir
erhalten

= P(D|h 16
argr,glg( | h) (16)

Eine Hypothese 1", die (16) erfiillt, nennen wir Maximum-
Likelihood-Hypothese (ML-Hypothese), da sie nur auf der
maximalen Wahrscheinlichkeit, die Daten D bzgl. h zu
beobachten, basiert. Den Wert P(D | k) kann man bei ei-
nem konkreten Modelltyp bzw. Hypothesenraum H re-
lativ gut abschédtzen und wir werden im nédchsten Ab-
schnitt zeigen, dass lineare Regression genau eine ML-
Hypothese lernt. Im Allgemeinen ist zu beachten, dass
die obigen Herleitungen grundsétzliche Motivationen fiir
bestimmte Formen von Hypothesen, aber noch keine
konkrete Rechenvorschrift liefern. Viele Lernmethoden
(wie fiir die lineare Regression im nadchsten Abschnitt
gezeigt wird) lassen sich jedoch als eine spezielle Form
von MAP- oder ML-Lernen klassifizieren und sind damit
durch Wahrscheinlichkeitstheorie und die obigen Uber-
legungen sinnvoll begriindet.

15 Der Term P(D) ist irrelevant, da er konstant fiir alle Hypothesen h
ist.
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2.5.2 Bayes-Klassifikation und lineare Regression

Fiithren wir uns noch einmal das Problem der (linearen)
Regression in Erinnerung, siehe auch Unterkapitel 2.1.
Gegeben ein Datensatz D = {(x(l),y(l)), cees (x(m),y(m))} mit
x® e R"1 und y(i) eR furi=1,...,m gilt es, Parameter
0 € R™! zu finden mit!®

0" = arg meinL(D, 0)

= argm@in |XpO — ]/D||2

m
— : T.() _ ()2
—arngmZ;(G x —=yV) (17)
1=

Das gelernte Modell hg mit hg-(x) = 65+ 607x1 +...6,x,
beschreibt dann eine Gerade im R”, die den funktionalen
Zusammenhang zwischen den Merkmalen x € R" und
der Zielvariablen y € R modelliert. Abbildung 43 zeigt
dazu noch einmal das optimal angepasste lineare Modell
hg- fiir den Datensatz Dying aus Unterkapitel 2.1.
Betrachten wir das Problem der linearen Regression
nun aus der Perspektive der Bayes’schen Klassifikation.
Wir gehen davon aus, dass unser Datensatz D verrauscht
ist, d. h., es wird keine Gerade geben, auf der alle Trai-
ningsbeispiele liegen. Mit anderen Worten, die Werte 3
furi=1,...,m unseres Datensatzes haben die Form

YD = 50 4 (18)

wobei 9(1')_ der wahre Wert der Merkmalsauspragung x)
ist und €® der Fehler. Was fiir eine Art Fehler kénnen wir
in der Praxis erwarten? Eine durchaus tibliche Annahme

16 Beachten Sie, dass wir hier die in Unterkapitel 2.1 eingefiihrte
Konvention benutzen, dass fiir x) = (xg),xgl),...,xff)) e R"1 stets

xg) =1gilt,i=1,...,m.
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Abbildung 43: Optimal angepasstes lineares Modell hg-
fiir den Datensatz Dying aus Unterkapitel 2.1

hier ist, dass die Fehlerwerte im Datensatz normalverteilt
sind. Seien Sie daran erinnert, dass fiir eine Zufallsva-
riable Z mit Z ~ N (y,oz) (Z ist normalverteilt mit Erwar-
tungswert y und Varianz 62) und einer Auspragung z € R
gilt17

2

(-
e 202

z|w,0%) =
Pelf.o) 2702

Wir gehen davon aus, dass die Fehlerwerte ¢ den Er-
wartungswert 0 und eine unbekannte Varianz ¢ haben.
Weiterhin gehen wir davon aus, dass alle Beispiele des
Trainingsdatensatzes unabhéngig voneinander sind und
die Verteilung der Fehlerwerte bei jedem Beispiel iden-
tisch ist. Es folgt, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte, den
Wert y) anstatt §%) zu beobachten, gegeben ist durch

1 w090y
e_ 202
V2702

17 Beachten Sie, dass wir hier Wahrscheinlichkeitsdichten statt Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen betrachten miissen, da die Merkmale
kontinuierlich sind.

p(y | %) =
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Der Wert y) — () ist wegen (18) gleich €, also genau der
Fehler in der Vorhersage. Ist nun 0 unsere Hypothese, so
gilt

e® = ho(x) - y(i)

Insgesamt folgt also, dass die Wahrscheinlichkeitsdich-
te, ein Beispiel d® = (x(?,4) unter der Hypothese 6 zu
beobachten, gegeben ist durch

, 1 _gl)-y@y2
@) | ~2 — - —
p(d | o, 9) - e 20
V2mo2

Da wir davon ausgehen, dass alle Beispiele des Datensat-
zes D unabhiéngig voneinander sind, folgt fiir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte, den Datensatz D unter der Hypo-
these 6 zu beobachten, dass

202

p(D|c?,0) =

L T L
i=1

2n02

Verfolgen wir nun den Bayes’schen Ansatz und wiinschen,
eine ML-Hypothese 0 auszuwihlen, so ist diese gegeben
durch

0 = argmaxp(D | 6%,0)

_ (iga)—y (D)2

20

= argmax H \/2717

Der obige Term ist aufgrund der Exponentialfunktion et-
was sperrig. Anstatt den Likelihood wie oben zu maxi-
mieren, konnen wir dquivalent auch den Log-Likelihood
maximieren. Dazu wenden wir einfach den natiirlichen
Logarithmus auf den gesamten Ausdruck an. Da dieser
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eine monotone Funktion ist, sind die Losungen der je-
weiligen Maximierungsprobleme identisch. Wir erhalten

(he(x(l) —y(y2
252

<hg<x<i>>—y<i>>2
202

(g(x)-y()2 )

—argmaxH > G
V4Tt

3

= argmax In ( e
6 ;‘ V2702

n ho (@) = D)2
:argmaxZIn( 1 )—( 0™) ~y™)
0 4 02

202

= argmaxl (

202

Der Term In(1/ V2mo?2) ist konstant und kann bei der Ma-
ximierung ignoriert werden. Gleiches gilt fiir den Faktor
1/20?% und da die Maximierung eines Terms x der Mini-
mierung des Terms —x entspricht, erhalten wir

(he(x(i)) —y9)?
202

0" = argmax
0

M§ -

~(hp(x) — y >

= arg max

TN
N

= argn‘gn;(he(x(i)) _ y(l))Z

m
— : T.() _ ()2
—argmemzl(e xV =yY)
=

Das letzte Optimierungsproblem ist offensichtlich iden-
tisch zu (17). Beachten Sie insbesondere auch, dass die
tatsachliche (unbekannte) Varianz ¢? keine Rolle mehr
bei der Bestimmung von 0 spielt.
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Wir haben in diesem Abschnitt also gezeigt, dass die
lineare Regression (unter Benutzung des quadratischen
Fehlers als Kostenfunktion) eine Maximum-Likelihood-
Hypothese bestimmt, die lineare Regression also nach
Bayes’schen Grundsitzen plausibel ist.

2.5.3 Naive Bayes-Klassifikation

In diesem Abschnitt benutzen wir nun unsere bisher ge-
wonnenen theoretischen Erkenntnisse, um einen neuen
Klassifikationsalgorithmus zu definieren. Wir betrach-
ten dazu zunichst ein Klassifikationsszenario, bei dem
die Merkmale in einem endlichen Merkmalsraum defi-
niert sind (den allgemeinen Fall diskutieren wir kurz in
Abschnitt 2.5.4). Fiir jedes Merkmal i =1,...,n sei Z; =
{zi1,...,Zin;} der entsprechende Merkmalsraum fiir ein
n; € N und sei Z = {cy,...,cx} die Menge der Klassen.
Sei also ein Datensatz D = {(x(1),yD),..., (x(™), (™)} ge-
geben mit xDeZyx...xZ, und y(i) eZfuri=1,...,m.
Im Folgenden gehen wir davon aus, dass D als Multi-
menge reprasentiert ist, d. h., wir erlauben, dass Elemente
mehrfach in D vorkommen konnen. Die Grundidee der
Bayes-Klassifikation ist, dass diejenige Hypothese aus-
gewdhlt wird, die am wahrscheinlichsten, gegeben den
Daten, zu erwarten ist. Angewandt auf das obige Klassifi-
kationsproblem konnen wir dieses Prinzip folgenderma-
B3en direkt interpretieren: Gegeben ein neuer Datenpunkt
x, wiahlen wir diejenige Klasse ¢ € Z, die aufgrund von
D am wahrscheinlichsten ist. Hierbei interpretieren wir
»,am wahrscheinlichsten” einfach durch ,,am haufigsten”.

Definition 17. Sei D = {(xV,yM),...,(x™, y(™)} wie zu-
vor gegeben und x € Z; X... X Z, ein neuer Datenpunkt.
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Definiere den Bayes-Klassifikator clfgayes via

clfgayes(x) = argmaxP(c | x,D) (19)
ceZ
mit
pe|x,D) = MO €D

Yeezli(x,c’) € DY

Mit anderen Worten, einem neuen Datenpunkt x wird
diejenige Klasse c € Z zugewiesen, die am hdufigsten x in
D zugewiesen wird. Dem aufmerksamen Leser sollten
nun direkt einige Probleme mit dieser Definition auffal-
len, wir werden diese weiter unten diskutieren. Zunachst
schauen wir uns aber ein Beispiel an.

Beispiel 43. Wir betrachten ein Empfehlungssystem fiir
Filme und klassifizieren Filme anhand der bindren Merk-
male ,, Hat der Film einen Oskar gewonnen?” und ,Wur-
de der Film in Europa gedreht?” als ,,gut” und ,schlecht”.
Esgiltalso Z; ={0,1} (,,Oskar nicht gewonnen” =0, ,Oskar
gewonnen”=1), Z = {0,1} (,nicht in Europa gedreht” =0,
,in Europa gedreht”=1) und Z = {0, 1} (,,Film schlecht” =0,
,Film gut”=1). Tabelle 23 zeigt unseren Trainingsdaten-
satz Dmovies2. Betrachten wir nun einen neuen zu klassifi-
zierenden Datenpunkt x* = (0, 1) (ein in Europa gedrehter
Film, der keinen Oskar erhalten hat). Wir berechnen fiir
beide Klassen 0 und 1 die Wahrscheinlichkeit, dass x* der
entsprechenden Klasse zugeordnet wird. Beachten Sie,
dass es drei Beispiele in Dpovies2 gibt, die mit x* in der
Merkmalsausprdagung iibereinstimmen (Nr. 1, 4 und 5),
zwei davon sind als 1 und eins als 0 klassifiziert. Wir
erhalten also

P(c=0]x=x",D = Dmovies2) =

P(C =1 | X = x*,D = DmoviesZ) =

WIN W[ =
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(Nr[Zi[Z [ Z]
1 [0 ]1]1
2 1|01
3 [0]0]0
I [0 11
5 (010
6 |00 |1
7 (000
8§ 1,00
9 |10 |1
10 |10 1

Tabelle 23: Datensatz Dvies2 zu Beispiel 43. Bitte beach-
ten Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.

Die Klasse 1 kommt also hdufiger unter der Merkmals-
auspragung x* vor und deshalb erhalten wir

APV oy =1

D movies2

Der Film x* wird also als ,gut”klassifiziert.

Ein offensichtliches Problem des Bayes-Klassifikators
aus Definition 17 ist, dass wir fiir jede zu erwartende
Merkmalsauspragung x* Beispiele im Trainingsdatensatz
D haben miissen, um x* {iberhaupt klassifizieren zu kon-
nen. Beispielsweise konnen wir bzgl. des Datensatzes
Dmovies2 aus Beispiel 43 fiir den Datenpunkt x™ = (1,1)
(d.h., ein in Europa gedrehter Film, der einen Oskar ge-
wonnen hat) keine Klassifikation vorhersagen, da alle
Wahrscheinlichkeiten undefiniert (d.h., gleich %) sind.
Ein anderes Problem (das auch prinzipiell schon beim
KNN-Algorithmus aufgetreten ist) ist, dass zur Berech-

nung von clf];ayes(x) stets der gesamte Datensatz D vorge-
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halten werden muss. Insbesondere bei grofien Datenséatz-
en kann dies signifikant zu einer langen Berechnungszeit
beitragen.

Beide oben genannten Probleme kénnen geldst wer-
den, wenn man von der allgemeinen Bayes-Klassifikation
aus Definition 17 zur Naiven Bayes-Klassifikation wechselt.
Der Unterschied dabei liegt darin, dass wir bei der Be-
rechnung von P(c | x,D) eine Unabhéngigkeitsannahme
iiber die Verteilung der einzelnen Merkmale vornehmen
und dabei den wahren Wert P(c | x, D) nur abschétzen.
Dazu interpretieren wir die Beobachtung x zunéchst als
die simultane Beobachtung der Merkmalsauspragungen
von x, d. h., wir ersetzen x durch xy,...,x;. Nun schreiben
wir den Ausdruck (19) wieder unter Verwendung des
Bayes-Theorem etwas um:

P(c| D)P(x|c,D)
P(x| D)
= argmGaZxP(c | D)P(x | ¢, D)

argmaxP(c | x,D) = argmax
ceZ ceZ

= argmaZxP(c | D)P(x1,...,x4 | c,D)
ce

Nun nehmen wir an, dass
P(xlr---/xn | C/D) :P(xl |C,D)P(XZ | C/D)"'P(xn | C/D)

gilt, d.h., die Verteilungen der Merkmalsauspragungen
sind bedingt unabhédngig voneinander, gegeben die Klas-
se (und die Daten). Den dazugehorigen Klassifikator nen-
nen wir den Naiven Bayes-Klassifikator.

Definition 18. Sei D = {(x1),y(D),..., (x(™, (™)} wie zu-
vor gegeben und x = (x1,...,x))T € Z1 X ... X Z, ein neu-
er Datenpunkt. Definiere den Naiven Bayes-Klassifikator
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NaiveBayes .
clfD Y Via

NaiveBayes
clf) Y (x)

= argmaZxP(c | D)P(x1 | ¢, D)P(x2 | ¢,D)...P(x, | c,D) (20)
ce

mit
_l{(z,c) e D}
P(c|D) = T
P(XZ' | C,D) = |{(Z’,C) €D | z' = (Zl,--.,Zn),Zj = Xi}l

{(z,c) € D}
furi=1,...,n.

Die Wahrscheinlichkeit P(c | D) ist also die relative
Frequenz der Klasse c im Datensatz D und P(x; | ¢, D) die
relative Frequenz von Beispielen der Klasse c, die x; als
i-te Merkmalsauspragung haben.

Beispiel 44. Wir fiihren Beispiel 43 fort und betrachten
wieder den Datenpunkt x* = (0,1) (ein in Europa gedreh-
ter Film, der keinen Oskar erhalten hat). Zunéchst erhal-
ten wir fiir die Verteilung der Klassen die Wahrschein-
lichkeiten

4

P(c=0]D = Dovies2) = —
(C | mov1e52) 10
6

P(c=1|D = Dpyovi = —
(c | movies2) 10

da Beispiele 3, 5, 7 und 8 als Klasse 0 klassifiziert sind und
die tibrigen Beispiele als Klasse 1 klassifiziert sind. Nun
schauen wir uns die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
einzelnen Merkmalsauspragungen bzgl. der verschiede-
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nen Klassen an. Wir erhalten

P(x1=0]c=0,D = Dmovies2) = Z
P(x1=1]¢=0,D = Dmoyies2) = i
P(x;=0] ¢ =0,D = Dinovies2) = Z
P(x2=1]¢=0,D = Dmovies2) = i
fiir Klasse 0 und
P(x;=0]c=1,D = Dmovies2) = %
P(x1=1]c=1,D = Dmovies2) = %
P(x;=0]c=1,D = Dmovies2) = %
P(x2=1[c=1,D = Dmovies2) = %

tir Klasse 1. Damit gilt ftir x* = (0,1):

P(c=0|D = Dmovies2)P(x1 =0 | ¢ = 0,D = Dmovies2)
P(x; =1]|¢=0,D = Dpovies2)
4 31_3
P(c=1|D = Dmovies2)P(x1 =0 | ¢ = 1,D = Dimovies2)
P(x; =1|c=1,D = Dmovies2)
6 32 1

und wegen 1/10 > 3/40 damit

cl flglaiveBayes (x*) -1
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Beachten Sie, dass die Klassifikation mit dem Naiven
Bayes-Ansatz hier mit der Bayes-Klassifikation (siehe Bei-
spiel 43) iibereinstimmt. Betrachten wir nun den neu-
en Datenpunkt x* = (1,1) (d. h., ein in Europa gedrehter
Film, der einen Oskar gewonnen hat), so erhalten wir

P(C =0|D= DmoviesZ)P(xl =1]c=0,D= DmoviesZ)
P(xZ =1 | c=0,D= DmoviesZ)
4 11 1

P(c=1|D = Dmovies2)P(x1 =1|c=1,D = Dovies2)
P(Xz =1|c=1,D= DmoviesZ)
6 32 1

und wegen 1/10 > 1/40 damit

N i B %%
leDaIVE ayes(x ) — 1
Beachten Sie, dass fiir den Datenpunkt x™ zuvor keine
Bayes-Klassifikation moglich war.

Auch wenn die Unabhédngigkeitsannahme des Nai-
ven Bayes-Klassifikators nicht bei jedem Klassifikations-
problem gerechtfertigt ist, so wird er in der Praxis den-
noch hédufig erfolgreich eingesetzt. Im Unterschied zur
Bayes-Klassifikation muss nicht der gesamte Trainings-
datensatz fiir die Klassifikation vorgehalten werden, es
geniigt hier, die Werte P(c | D) und P(x; | ¢,D) fiir alle
Kombinationen von Merkmalen x; und Klassen c € Z zu
berechnen und einzig diese vorzuhalten. Zumindest bei
grofieren Datensédtzen ergibt sich hier ein signifikanter
Speicherplatzvorteil gegeniiber der Bayes-Klassifikation.
Wie im vorherigen Beispiel deutlich gemacht wurde, miis-
sen auch nicht alle Kombinationen von Merkmalsauspra-
gungen im Trainingsdatensatz vorhanden sein, um auch
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tiir beliebige (ungesehene) Datenpunkte plausible Klas-
sifikationen vorherzusagen.

2.5.4 Kontinuierliche Merkmale

Gibt es in dem betrachteten Lernszenario eins oder meh-
rere kontinuierliche Merkmale, so ist die Maschinerie des
Naiven Bayes-Klassifikators prinzipiell in gleicher Weise
anwendbar. Wir miissen dazu nur von einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung tiber den Ausprdagungen des Merk-
mals zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte wechseln, d. h.,
in (20) anstatt die direkt aus den Daten berechenbare Ver-
teilung P(x; | ¢, D) eine abgeschitzte Dichte p(x; | ¢, D) be-
nutzen. Die Hauptschwierigkeit hierbei liegt darin, diese
Dichte geeignet abzuschétzen, da (im Gegensatz zu ei-
ner Verteilung) gewisse zusitzliche Annahmen gemacht
werden miissen.

Beispiel 45. Betrachten Sie den Datensatz Dygpn: in Ta-
belle 24. Wir haben hier ein kontinuierliches Merkmal Z;
mit Merkmalsraum IR. Eine genaue Inspektion der Vertei-
lung der Merkmalsauspragungen legt nahe, dass x; fiir
die Klasse 0 normalverteilt mit Erwartungswert 2 und fiir
die Klasse 1 normalverteilt mit Erwartungswert 4 ist.

Kann aus den Daten beispielsweise die Dichte eines
Merkmals x; fiir eine Klasse ¢ als Normalverteilung mit
Erwartungswert y und Varianz o2 abgeschétzt werden,
so konnen wir den entsprechenden Term P(x; | ¢, D) in (20)
ersetzen durch

1 _?
pxilc,D) = ———e 272
2702
Das Problem der Dichteabschdtzung werden wir an die-
ser Stelle nicht weiter vertiefen, sondern noch einmal in
Unterkapitel 3.4 ,Anomalieerkennung” aufgreifen.
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z
=
N

4.0
2.2
3.9
4.0
1.9
4.1
2.0
1.9
2.0
0 |38

=0 00 \J| O\ U1| x| W N| —
e k=l =l =l R = Rl K= Rl AN

Tabelle 24: Datensatz Dyt zu Beispiel 45.
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2.6 Entscheidungsbaume

Entscheidungsbdume sind Modelle fiir tiberwachtes Ler-
nen, die sehr intuitiv die gelernten Regeln zur Klassifi-
kation (oder auch Regression) darstellen und deswegen
recht beliebt sind.

2.6.1 Modell

Ein Entscheidungsbaum ist ein gerichteter Baum, bei dem
jeder Knoten eine Fallunterscheidung fiir den Wert ei-
nes Merkmals eines gegebenen Datenpunktes darstellt.
Fiir jeden Fall gibt es einen eindeutigen Nachfolgerkno-
ten und die Bldtter des Baumes enthalten die moglichen
Klassifikation des betrachteten Datenpunkts. Ein Pfad
von der Wurzel des Entscheidungsbaums zu einem Blatt
stellt somit eine Reihe von Entscheidungen bzgl. eines
Datenpunktes dar, die zu einer Klassifikation fiihren.

Definition 19. Sei X = X; X...X X, der Merkmalsraum
von n Merkmalen und Y die Menge der Klassen (oder
der Zielraum bei Regressionsproblemen). Ein Entschei-
dungsbaum T fiir X und Y ist ein Tupel T = (V, E,r) mit

1. (V,E) ist ein (abwarts) gerichteter Baum mit Wurzel
r18

2. Ein Blattknoten v € V heifdt auch Klassifikationskno-
ten mit cl(v) € Y.

3. Ein innerer Knoten v € V heifst auch Entscheidungs-
knoten mit (sei {vy, ..., v} die Menge der Nachfolger
von v in T):

18 Hierbei bezeichnet V die Menge der Knoten und E C V x V die
Menge der (gerichteten) Kanten, die im folgenden implizit defi-
niert werden.
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(a) att(v) € {1,...,n} ist das Entscheidungsmerkmal
von v und

(b) succ(v) ist eine Entscheidungsfunktion succ(v) :
Xatt(w) = {01, 0k}

Ist x = (x1,...,x,)T € X1 X...x X, ein Datenpunkt, so ist
die Klassifikation von x bzgl. eines Entscheidungsbaums
T = (V,E,r) definiert via

clfr(x) = clfr(x,r)
mit (fiir alle v € V)

cl(v) falls v Klassifika-
clfr(x,v) = tionsknoten
clfr(x,succ(v)(Xatt())) sonst

Die Entscheidungsfunktion succ(v) (fiir engl. succes-
sor) eines Entscheidungsknotens v wird tiblicherweise als
einfacher Vergleich mit einer Konstanten realisiert (wie
»X;i <10”) und v besitzt dann zwei Nachfolger: einen falls
der Vergleich positiv ausfallt und einen falls der Vergleich
negativ ausfdllt. Fiir Merkmale mit endlich vielen Aus-
pragungen erhilt v einen Nachfolger fiir jede dieser Aus-
pragungen.

Beispiel 46. Wir betrachten wieder den Dapartment VON
Beispiel 2 aus Unterkapitel 2.2. Der Datensatz ist noch
einmal in Tabelle 25 dargestellt. Ein zu Dapartment pas-
sender Entscheidungsbaum Typartment ist definiert durch
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Tapartment = (Vapartment/ Eapartment/ Ul) mit

Vapartment ={o1,..., 09}
Eapartment = {(01/ 02)/ (Ull 03)/ (03/ 04)/ (03/ 05)/ (05/ 06)/
(vs,v7), (v7,08), (v7,v9)}

Cl(Uz) =1
Cl(U4) =0
Cl(06) =1
Cl(Ug) =0
cl(vg) =1
att(v) =2
| vy fallsz<4
succ(v1)(z) —{ v3 sonst
att(vs) =1
_ U4 falls z < 37
succ(v3)(z) —{ vs sonst
att(vs) =2
| v fallsz<5
succ(vs)(z) —{ v7 sonst
att(v7) =1

vg fallsz <47
U9 sonst

succ(vy7)(z) = {

Eine Visualisierung des Entscheidungsbaums Tapartment
ist in Abbildung 44 zu finden. Es ist zu beobachten,
dass der Entscheidungsbaum Tapartment den Datensatz
Dapartment perfekt klassifiziert, d. h, es gilt beispielsweise

Flo(D apartment, clf Tapartment) =F11(D apartment, clf Tapartment) =1
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Nr. Flache Entfernung zum AP || OK
(in m?, Merkmal 1) | (in km, Merkmal 2)
1 40 4 1
2 30 3 1
3 45 8 0
4 35 6 0
5 20 4 0
6 50 7 1
7 30 4 0
8 45 4 1
9 40 5 0
10 25 1 1

Tabelle 25: Datensatz Dapartment zu Beispiel 46, siehe auch
Beispiel 2 aus Unterkapitel 2.2.

Beispiel 47. Wir betrachten das klassische , Tennis”-Bei-
spiel zu Entscheidungsbdumen [8] , bei dem es darum
geht, anhand der Wetterlage (insbesondere bzgl. Wetter-
ansage, Temperatur, Luftfeuchtigkeit und Windstirke) vor-
herzusagen, ob wir Tennis spielen sollen. Tabelle 26 zeigt
unseren Datensatz Diennis. Ein Entscheidungsbaum T'ennis,
der Diennis perfekt klassifiziert, ist in Abbildung 47 dar-
gestellt (wir verzichten hier auf die formale Darstellung
des Entscheidungsbaums). Beachten Sie in diesem Bei-
spiel, dass nicht alle Merkmale fiir die Klassifikation er-
forderlich sind (es gibt keinen Entscheidungsknoten fiir
Temperatur).

Das Lernen eines Entscheidungsbaumes aus einem
Trainingsdatensatz geschieht tiblicherweise nicht durch
Losen eines Optimierungsproblems (wie wir es bisher
beispielsweise bei der logistischen Regression und den
Support Vector Machines gesehen haben), sondern durch
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nein

x1 <47?| vy

[4°)

Abbildung 44: Entscheidungsbaum Tipartment aus Bei-
spiel 46.

dedizierte prozedurale Algorithmen. Die beiden bekann-
testen Algorithmen dazu sind der ID3-Algorithmus und
der C4.5-Algorithmus, die wir in den Abschnitten 2.6.2
bzw. 2.6.3 diskutieren werden.

2.6.2 Der ID3-Algorithmus

Wir betrachten zunéchst ein bindres Klassifikationsszena-
rio, bei dem die Merkmale in einem endlichen Merkmals-
raum definiert sind. Fiir jedes Merkmal i =1,...,n sei
Z; =1{zjj,...,zin,} der entsprechende Merkmalsraum fiir
ein n; € N und sei Z = {cy, ..., ¢} die Menge der Klassen.
Sei also ein Datensatz D = { (x(l), y(l)), ..., (x(m), y(m))} gege-
ben mit x) € Z; x...x Z, und y(f) ef{0, 1} fur j=1,...,m.

127



Nr. | Wetter- Tem- Luftfeuch-| Wind- Tennis?
ansage peratur tigkeit starke
1 sonnig heif3 hoch schwach Nein
2 sonnig heifs hoch stark Nein
3 bewolkt heifs hoch schwach Ja
4 | regnerisch | geméafigt hoch schwach Ja
5 | regnerisch kalt normal schwach Ja
6 | regnerisch kalt normal stark Nein
7 bewolkt kalt normal stark Ja
8 sonnig gemafigt hoch schwach Nein
9 sonnig kalt normal schwach Ja
10 | regnerisch | gemafligt | normal | schwach Ja
11 sonnig gemafligt | normal stark Ja
12 | bewolkt | gemifligt hoch stark Ja
13 bewolkt heifs normal schwach Ja
14 | regnerisch | gemafSigt hoch stark Nein

Tabelle 26: Datensatz Diennis Zu Beispiel 26.

Wie zuvor, gehen wir bei einem solchen Szenario auch
davon aus, dass D als Multimenge reprédsentiert ist, d. h.,
wir erlauben, dass Elemente mehrfach in D vorkommen
konnen.

Sowohl der ID3-Algorithms (engl. Iterative Dichoto-
miser 3) als auch der im nédchsten Abschnitt diskutier-
te C4.5-Algorithmus basieren auf dem Prinzip der top-
down induction of decision trees (TDIDT). Dieses Prinzip
baut einen Entscheidungsbaum auf Grundlage eines ge-
gebenen Trainingsdatensatzes rekursiv von der Wurzel
beginnend auf. Fiir einen Knoten v und einen Daten-
satz D, wird dazu zundchst das Entscheidungsmerkmal
i€{l,...,n} fir v ausgewdhlt. Dabei soll das Merkmal
gewdhlt werden, das den Datensatz D ,am besten” par-
titioniert. Wir lassen an dieser Stelle diese Auswahlfunk-
tion zunédchst abstrakt, wir werden uns weiter unten mit
diesem Thema etwas detaillierter beschéftigen. Ist das
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Wetteransage

Abbildung 45: Entscheidungsbaum Tiennis aus Bei-
spiel 47.

Merkmal i ausgewdhlt, so erzeugen wir fiir jede Merk-
malsauspragung z; 1, ...,Z; ,, einen entsprechenden Nach-
folgeknoten vj,...,v,,. Dann partitionieren wir den Da-
tensatz D entsprechend der Merkmalsauspragungen in
Datensitze Dy, ..., Dy, mit

Dj={(x,y)eD|xi=zj}

fiir j=1,...,n;. Dieses Verfahren wird rekursiv nun fiir al-
le Knoten vy, ...,v,, mit den entsprechenden Datensétzen
Dy, ...,Dy, solange fortgefiihrt, bis alle Beispiele eines Da-
tensatzes D; eindeutig als 0 oder 1 klassifiziert sind oder
die Beispiele nicht mehr unterschieden werden kénnen
(dieser Fall tritt ein, wenn die Beispiele identische Merk-
malsauspragungen aber verschiedene Klassen haben). In
beiden Fillen fiigen wir an der entsprechenden Stelle
einen Klassifikationsknoten ein (im zweiten Fall wihlen
wir dazu die in D am hédufigsten vorkommende Klasse).
Der Algorithmus TDIDT ist in dieser allgemeinen Form
in Algorithmus 1 als Pseudocode noch einmal dargestellt
(beachten Sie, dass der zurtickgegebene Entscheidungs-
baum T = (V,E,r) durch den Wurzelknoten r charakteri-
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Algorithmus 1 Der allgemeine TDIDT-Algorithmus fiir
das Lernen von Entscheidungsbdumen

Eingabe: Datensatz D

Ausgabe: Wurzelknoten r des gelernten Baumes

TDIDT(D)

1: if , Alle Beispiele in D sind als 0 klassifiziert” then
return , Neuer Klass.-knoten v mit cl(v) = 0”

2

3: if , Alle Beispiele in D sind als 1 klassifiziert” then
4: return ,Neuer Klass.-knoten v mit cl(v) = 1“
5

: if ,Alle Beispiele in D haben identische Merkmals-
auspriagungen” then
6: return ,Neuer Klass.-knoten v mit cl(v) = x wobei
x die am hdufigsten in D vorkommende Klasse ist”

7: i = SelectFeature(D)
8: v =,Neuer Entscheidungsknoten mit att(v) = i*
9: forzeZ;do

10: D' ={(x,y)eD|x; =2z}

11: v’ = TDIDT(D’)

12: succ(v)(z) =7’

13: return v

siert ist: die Mengen V und E werden nur implizit im
Algorithmus gebildet).

Sei SelectFeature eine Funktion, sodass D # D’ fiir al-
le D’ aus Zeile 10 von Algorithmus 1 gilt. Mit anderen
Worten, SelectFeature wihlt niemals ein Merkmal aus,
das D nicht in wenigstens zwei Mengen partitioniert. Ei-
ne solche Auswahlfunktion nennen wir in diesem Kon-
text rational. Es sollte offensichtlich sein, dass der Algo-
rithmus TDIDT fiir jede rationale Instanz der Funktion
SelectFeature korrekt ist, d.h., die Ausgabe von TDIDT
ist stets ein Entscheidungsbaum, der den Datensatz D
vollstandig korrekt klassifiziert (fiir den Fall, dass es
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keine Beispiele mit identischen Merkmalsauspragungen
aber verschiedenen Klassen gibt). Die konkrete Auswahl
der Funktion SelectFeature kann aber durchaus Einfluss
auf die Grofse des gelernten Entscheidungsbaumes ha-
ben.

Beispiel 48. Wir fiihren Beispiel 47 fort und betrachten
den Ablauf des Algorithmus 1 bei Aufruf TDIDT(Dsennis):

1. Zunichst ist zu beobachten, dass nicht alle Bei-
spiele in Dyennis als 0 (Nein) oder 1 (Ja) klassifiziert
sind und weiterhin die Beispiele in Dyennis nicht alle
identische Merkmalsauspragungen haben. Die if-
Bedingungen in Zeilen 1, 3 und 5 evaluieren also
alle zu falsch.

2. Nehmen wir an, dass SelectFeature(Diennis) in Zei-
le 7 das Merkmal Wetteransage auswahlt.

3. In den Zeilen 9-12 lduft die for-Schleife tiber die
Werte z € {sonnig, bewolkt, regnerischj.

3.1 Fiir z = sonnig ergibt sich in Zeile 10
D’ =1{1,2,8,9,11}

3.2 Wir rufen rekursiv TDIDT(D’) auf:
3.2.1 Die if-Bedingungen in Zeilen 1, 3 und 5
evaluieren fiir D’ alle zu falsch.

3.2.2 Nehmen wir an, dass SelectFeature(D’) in
Zeile 7 das Merkmal Luftfeuchtigkeit aus-
wahlt.

3.2.3 In den Zeilen 9-12 liuft die for-Schleife
uber die Werte z € {hoch,normal}.

3.2.3.1 Fiir z = hoch ergibt sich in Zeile 10
D' ={1,2,8}
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3.2.3.2 Wir rufen rekursiv TDIDT(D’) auf: da
alle Beispiele in D’ als Nein klassifiziert
sind, geben wir einen entsprechenden
Klassifikationsknoten zurtick.

3.2.3.3 Fiir z = normal ergibt sich in Zeile 10
D’ =1{9,11}

3.2.3.4 Wir rufen rekursiv TDIDT(D’) auf: da
alle Beispiele in D" als Ja klassifiziert
sind, geben wir einen entsprechenden
Klassifikationsknoten zurtick.

3.2.4 Wir geben einen Entscheidungsknoten fiir
Luftfeuchtigkeit zuriick, der entsprechend
auf die beiden zuvor genannten Knoten
weist.

3.3 Fiir z = bewolkt ergibt sich in Zeile 10
D’ ={3,7,12,13}

3.4 Wir rufen rekursiv TDIDT(D’) auf: da alle Bei-
spiele in D’ als Ja klassifiziert sind, geben wir
einen entsprechenden Klassifikationsknoten zu-
riick.

3.5 Fiir z = regnerisch ergibt sich in Zeile 10
D’ ={4,5,6,10,14}

3.6 Wir rufen rekursiv TDIDT(D’) auf:
3.6.1 Die if-Bedingungen in Zeilen 1, 3 und 5
evaluieren fiir D" alle zu falsch.

3.6.2 Nehmen wir an, dass SelectFeature(D’) in
Zeile 7 das Merkmal Windstirke auswahlt.

3.6.3 In den Zeilen 9-12 liduft die for-Schleife
tiber die Werte z € {stark,schwach}.
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3.6.3.1 Fiir z = stark ergibt sich in Zeile 10
D’ ={6,14}

3.6.3.2 Wir rufen rekursiv TDIDT(D’) auf: da
alle Beispiele in D’ als Nein klassifiziert
sind, geben wir einen entsprechenden
Klassifikationsknoten zurtick.

3.6.3.3 Fiir z = schwach ergibt sich in Zeile 10
D" =1{4,5,6)

3.6.3.4 Wir rufen rekursiv TDIDT(D’) auf: da
alle Beispiele in D" als Ja klassifiziert
sind, geben wir einen entsprechenden
Klassifikationsknoten zurtick.

3.7 Wir geben einen Entscheidungsknoten fiir das
Merkmal Windstiirke zuriick, der entsprechend
auf die beiden zuvor genannten Knoten weist.

4. Wir geben einen Entscheidungsknoten fiir Wetter-
ansage zuriick, der entsprechend auf die drei zuvor
genannten Knoten weist.

Beachten Sie, dass der oben konstruierte Baum dem Ent-
scheidungsbaum aus Abbildung 45 entspricht.

Wir kommen nun zu dem noch offenen Punkt der
Merkmalsauswahl in Schritt 7 von Algorithmus 1. Das
Ziel der Funktion SelectFeatureist es, ein Merkmal so aus-
zuwdhlen, dass der finale Entscheidungsbaum moglichst
klein ist. Dies ist darin begriindet, dass ein kleiner Ent-
scheidungsbaum ein einfacheres Modell zur Erkldarung
der Daten darstellt als ein grofierer Entscheidungsbaum
(gegeben, dass beide Biume die Daten gleich gut klassifi-
zieren). Der ID3-Algorithmus wihlt daher das Merkmal
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i €({1,...,n} aus, das den hichsten Informationsgewinn bei
der Klassifizierung bietet. Formal wird dies durch die
Entropie definiert.

Definition 20. Sei D ein Datensatz tiber zwei Klassen 0
und 1. Die Entropie'® H(D) von D ist definiert als

_ i y)eD ]y =0} {(x,y) €Dy =0}
H(D) - |D| 0810 |D|
N y) eD|y=1j| (v y) €Dy =1}

lo
D] 810 D]

Ist D ein Datensatz tiber Klassen Z = {cy, ..., cx}, so ist die
Entropie H(D) von D allgemein definiert als

k
_ Vv ) eDlc=cill H(x,c)eD|c=c}l
H(D) = ; |D| 10810 |D|

Beispiel 49. Wir setzen Beispiel 48 fort. Die Entropie von
Datensatz Diennis ist definiert als (Beispiele 1,2,6,8,14 wer-
den als Nein und die tibrigen Beispiele als Ja klassifiziert):

5 5 9 9
H(Dtennis) = _ﬁ 10810 E - ﬁ loglo ﬁ ~ (0.283

Beachten Sie, dass H(D) = 0 gdw. alle Beispiele in D
gleich klassifiziert sind und dass H(D) maximal ist, wenn
die Verteilung einer Gleichverteilung entspricht. Die In-
tuition hinter der Entropie H(D) ist, dass diese das Maf3
der Unordnung bzgl. der Klassenverteilung angibt. Bei
einem hohen Entropiewert ist es relativ schwierig, die
richtige Klasse bzgl. der Daten D vorherzusagen, bei ei-
nem niedrigeren Wert ist dies einfacher.

19 Wir definieren stets 0log,, 0 = 0; fiir die folgenden Rechenbeispiele
benutzen wir den Logarithmus zur Basis 10 (die konkrete Wahl der
Basis ist allerdings irrelevant, solange sie bei allen Berechnungen
dieselbe ist).
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Definition 21. Sei D ein Datensatz und i € {1,...,n} ein
Merkmal. Die bedingte Entropie H(D | i) von D bzgl. i ist
definiert als

= [{(x,y) €D | x; =z i}l
H(D|i) = Z G y) € |D||x i H({(x,y) € D | xi = z;,})
j=1

Die bedingte Entropie H(D | i) gibt an, wie gut die ein-
zelnen durch das Merkmal i entstandenen Teildatenséitze
klassifiziert sind. Ein hoher Wert bedeutet, dass die ent-
standenen Teildatensitze (gewichtet nach deren Grofie)
recht ungeordnet sind, ein niedriger Wert bedeutet, dass
die Klassen durch das Merkmal i gut getrennt werden.

Beispiel 50. Wir setzen Beispiel 49 fort und berechnen
die bedingten Entropien bzgl. der vier Merkmale Wetter-
ansage, Temperatur, Luftfeuchtigkeit und Windstirke:

H(Dtennis | Wetteransage)
5 4
=—H({1,2 11)+—H({3,7,12,1
o H(11,2,8,9,11) + T H(3,7,12,13)+

%H({AL 5,6,10,14})
5( 310g 3 210 2) 4( 010 0 410 4)
14 10 5 5 810 5 14 810 1 4 4 810 4
5 ( 2 08 2~ 310 3)
14 105758105
~0.104+0+0.104 = 0.208
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H(Dtennis | Temperatur)
4 6

=—H({1,2,3,1 —H({4,8,10,11,12,14
14 ({ 4 /3/ 3})+ 14 ({ 18’ OI 7 4 })+

4
H(5,6,7,9))
4( 2, 2 21 2) 6( 2, 2 41 4)
RV 0%104 40g104 14 0g106 6 08106
4( 1o 1 310 3)
14 8104 4 8104

~0.086 +0.118 +0.07 = 0.274

H(Dtennis | Luftfeuchtigkeit)

:ZH({l 2,3,4,8,12,14 )+1H( 5,6,7,9,10,11,13})
7( 4 431 3) 7( 1 1 61 6)
RV 0g107 7 08107 14 08107 7 08107

~0.148 + 0.089 = 0.237

H(Dtennis | Windstiirke)

:EH({l 3,4,5,8,9,10, 13})+%H({2,6,7,11 12,14))

8( 210 2 610 6) 6( 310 3 310 3)
14 glO 8 8 glO 8 14 glO 6 6 glO 6

~0.14 +0.129 = 0.269

Definition 22. Sei D ein Datensatz und i € {1,...,n} ein
Merkmal. Der Informationsgewinn IG(D, i) von D bzgl. i ist
definiert als

IG(D, i) = H(D) - H(D | i)

Der Informationsgewinn IG(D,i) gibt an, wie sehr
die Merkmalsauswahl i die Daten in D nach den Klas-
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sen (vor-)sortiert. Je hoher der Informationsgewinn, de-
sto besser klassifiziert das Merkmal i den Datensatz D.
Beim ID3-Algorithmus wird die Funktion SelectFeature
so definiert, dass dasjenige Merkmal ausgewéhlt, das den
hochsten Informationsgewinn verspricht:

SelectFeature;p3(D) = arg r{rllax }I G(D, i)
i€{l,..n

Beachten Sie, dass wegen IG(D,i) = H(D) — H(D | i) wir
bei SelectFeature;pz(D) eigentlich nur H(D | i) minimie-
ren miissen, da der Term H(D) merkmalsunabhingig
ist. Wegen der Interpretierbarkeit von IG als Informa-
tionsgewinn, wird die Funktion SelectFeatureps(D) aber
ublicherweise wie oben definiert.

Beispiel 51. Wir setzen Beispiel 50 fort und berechnen

IG(Dtennis, Wetteransage)
= H(Dtennis) — H(Dtennis | Wetteransage)
~ (0.283-0.208 = 0.075

IG(Drennis, Temperatur)
= H(Dtennis) — H(Dtennis | Temperatur)
~ (0.283 -0.274 = 0.009
IG(Drennis, Luftfeuchtigkeit)
= H(Dtennis) - H(Dtennis | LuftfeuChtingit)
~ (0.283 —-0.237 = 0.046
IG(Dtennis, Windstirke)
= H(Dsennis) — H(Dtennis | Windstiirke)
~ (0.283-0.269 = 0.014

Die Funktion SelectFeature;ps wiirde also hier das Merk-
mal Wetteransage auswéhlen.
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2.6.3 Der C4.5-Algorithmus

Der C4.5-Algorithmus ist eine Weiterentwicklung des
ID3-Algorithmus. Der allgemeine Aufbau dieses Algo-
rithmus ist identisch zum TDIDT-Algorithmus aus Algo-
rithmus 1. Der C4.5-Algorithmus enthélt allerdings eine
Reihe von Optimierungen, drei der wichtigsten sind die
folgenden:

1. Der ID3-Algorithmus tendiert bei leicht verrausch-
ten Daten schnell zur Uberanpassung, d.h., es wird
ein Entscheidungsbaum mit sehr langen Pfaden von
der Wurzel bis zu den Blittern gelernt. Der C4.5-
Algorithmus enthélt einen zusétzlichen Nachbear-
beitungsschritt, der den Entscheidungsbaum kiirzt.
Dazu werden zunéchst die im Entscheidungsbaum
implizit vorhandenen Klassifikationsregeln?” extra-
hiert. AnschliefSend wird versucht, ,wenig relevan-
te” Vorbedingungen der Regeln zu erkennen und
zu entfernen (dies geschieht beim C4.5-Algorithmus
mit proprietdren Heuristiken). Anschlieflend wird
aus den Regeln ein neuer (kleinerer) Entscheidungs-
baum konstruiert.

2. Um mit Datensdtzen mit kontinuierlichen Merkma-
len zu arbeiten, werden die entsprechenden Merk-
malsrdume in zwei Intervalle aufgeteilt und sojedes
kontinuierliche Merkmal in ein Merkmal mit end-
lich vielen Auspragungen konvertiert. Die Haupt-
schwierigkeit besteht darin, die Intervallsgrenzen
testzulegen. Schauen wir uns den Datensatz Diennis2
in Tabelle 27 an, bei dem das Merkmal Temperatur

20 Ein Beispiel fiir eine solche Klassifikationsregel fiir den
Entscheidungsbaum in Abbildung 45 ist etwa ,Wenn
Wetteransage=sonnig ~und  Luftfeuchtigkeit=hoch, = dann
Tennis=Ja.”
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] Nr. \ Temperatur (in °C) H Tennis? ‘

1 4 Nein
2 9 Nein
3 16 Ja
4 22 Ja
5 27 Ja
6 32 Nein

Tabelle 27: Datensatz Diennis2-

nun kontinuierlich ist. Sinnvolle Intervallgrenzen
liegen stets zwischen zwei Merkmalsauspragungen,
bei denen die zugehorigen Beispiele unterschiedli-
che Klassen haben (es macht im Beispiel also kei-
nen Sinn, die Intervallgrenze auf 8 zu setzen, da die
Grenze 10 immer besser partitionieren wird). Wir
wihlen dann stets die Mitte der jeweiligen Merk-
malsauspragungen und erhalten damit eine Rei-
he neuer Merkmale. Im Beispiel erhalten wir zwei
Merkmale Temperatur<1p 5 und Temperatur<pg 5. Das
Merkmal Temperatur <1, 5 partitioniert dabei den Da-
tensatz Diennisz in {1,2} (Beispiele mit Temperatur
kleiner oder gleich 12.5 °C) und {3,4,5,6} (Beispie-
le mit Temperatur grofier 12.5 °C). Das Merkmal
Temperatur<pg 5 partitioniert den Datensatz Diennis2
in {1,2,3,5} (Beispiele mit Temperatur kleiner oder
gleich 29.5 °C) und {6} (Beispiele mit Temperatur
grofier 29.5 °C). Diese beiden neuen Merkmale er-
setzen nun das Merkmal Temperatur in einem Vor-
verarbeitungsschritt und Algorithmus 1 kann in
gleicher Weise ausgefiihrt werden.

. Der C4.5-Algorithmus benutzt eine optimierte Ver-
sion des Informationsgewinns als Auswahlfunkti-
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on fiir Merkmale. Ein Problem mit der urspriing-
lichen Version ist, dass sie Merkmale mit einer ho-
hen Anzahl an Merkmalsauspragungen bevorzugt.
Betrachten Sie dazu in unserem Tennis-Beispiel im
Extremfall ein Merkmal Datum. Unser Datensatz
wird hochstwahrscheinlich pro Tag maximal ein
Beispiel enthalten, das Merkmal Datum klassifiziert
also direkt jedes Beispiel perfekt in einem Schritt
und hat damit maximalen Informationsgewinn. Der
gelernte Entscheidungsbaum besteht also nur aus
dem Wurzelknoten mit Nachfolgern fiir jedes im
Trainingsdatensatz vorkommenden Datum. Nattir-
lich ist dieser Entscheidungsbaum extrem an den
Trainingsdatensatz iiberangepasst. Beim C4.5-Al-
gorithmus wird der Informationsgewinn entspre-
chend skaliert, um dieses Phanomen zu vermeiden.

Weitere Optimierungen des C4.5-Algorithmus beinhal-
ten die Behandlung von unvollstdndiger Information (bei-
spielsweise einzelne fehlende Merkmalsauspragungen
der Beispiele) und Einbeziehung von Gewichtungen der
Merkmale.

2.6.4 Entscheidungswailder

In den Unterkapiteln 2.1-2.6 haben wir eine Reihe ver-
schiedener Modelle und Algorithmen zum tiberwachten
maschinellen Lernen kennengelernt. Diese haben unter-
schiedliche Starken und Schwichen und eignen sich fiir
verschiedene Anwendungsszenarien bzw. Typen von Da-
tensdtzen mal besser und mal schlechter. Eine allgemei-
ne Methodik, um die Vorteile verschiedener Modellty-
pen (bzw. Modelle des selben Typs mit verschiedenen
Parametern) zu kombinieren, ist das sogenannte Ensem-
ble-Lernen. Bei dieser Methodik werden viele verschiede-
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ne Modelle gleichzeitig gelernt und die Resultate bei der
Anwendung geeignet aggregiert. Ensemble-Lernen kann
insbesondere auch dazu genutzt werden, der Uberanpas-
sung einzelner Modelle entgegenzuwirken. Dazu wer-
den die verschiedenen Modelle nur mit einer Teilmenge
der zur Verfiigung stehenden Daten trainiert. In diesem
Abschnitt schauen wir uns ein Ensemble-Lernverfahren
tir Entscheidungsbdume an, das diesen letzten Punkt
adressiert.

Ein Entscheidungswald F (engl. random forest) ist eine
Menge von Entscheidungsbdaumen F = {T7,...,T}}. Ist x
ein Datenpunkt, so ist die Klassifikation von x bzgl. des
Entscheidungswalds F definiert via

0 [{jlclfr,(x) = O} > [{j | clfr;(x) = 1}
clfp(x) = { 1 sonst j ]
Mit anderen Worten, F klassifiziert x als 0 gdw. eine Mehr-
heit der Baume in T den Punkt x als 0 klassifiziert. Bei ei-
nem nicht-bindren Klassifikationsproblem wird die Klas-
se ausgewdhlt, die hdufiger als jede andere Klasse auf-
tritt. Bei Anwendung auf ein Regressionsproblem wird
der Durchschnittswert aller Vorhersagen bestimmt.

Um einen Entscheidungswald F aus einem Datensatz
D= {(x(l), y(l)),...,(x(m), y(m))} zu lernen, benutzt man I-
mal einen Algorithmus zum Lernen eines Entscheidungs-
baums (wie ID3 oder C4.5), allerdings stets auf einem
leicht modifizierten Datensatz D1, ..., D;. Der tibliche An-
satz zum Erstellen von Dj, j=1,. .., 1 ist dabei wie folgt.
Wir starten mit einer leeren Menge und wihlen ein Ele-
ment von D zufillig gleichverteilt aus. Dies wiederho-
len wir bis D; genau m Elemente enthilt. Da dies Zie-
hen mit Zuriicklegen entspricht, konnen Beispiele aus D
in einem D; mehrfach auftreten oder gar nicht. Mit ho-
her Wahrscheinlichkeit unterscheiden sich dann die ge-
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lernten Baume T7,...,T; voneinander und die Klassifika-
tion mit clff ist dadurch robuster. Dieser Ansatz eines
Ensemble-Lernverfahrens nennt man auch bootstrap ag-
gregating (oder bagging) und kann prinzipiell in gleicher
Weise mit jedem tiberwachten Lernverfahren (oder einer
Mischung verschiedener tiberwachter Lernverfahren) ge-
nutzt werden.

Beim Entscheidungswald dndert man den obigen Al-
gorithmus noch ein wenig ab, um weitere Randomisie-
rung in das Lernverfahren zu bringen. Dies geschieht da-
durch, dass man beim Lernen eines einzelnen Entschei-
dungsbaum in Zeile 7 (siehe Algorithmus 1) das Merk-
mal fiir den aktuellen Entscheidungsknoten nicht aus der
gesamten Anzahl verfiigbarer Merkmale auswahlt, son-
dern aus einer zufillig gewidhlten Teilmenge. Dadurch
ist sichergestellt, dass ein evtl. vorhandenes dominantes
Merkmal (also ein Merkmal, das einen sehr hohen Infor-
mationsgewinn im Trainingsdatensatz hat) nicht immer
in den gelernten Baumen in der Wurzel gewahlt wird.
Dadurch wird der Uberanpassung weiter entgegenge-
wirkt. Die Grof3e dieser Teilmenge, die bei jeder Wahl ei-
nes Merkmals neu bestimmt wird, ist ein Parameter des
Lernverfahrens, genau wie die Anzahl | der Entschei-
dungsbdaume. Oft in der Praxis auftretende Werte sind
Vn fiir die Anzahl zufilliger Merkmale, aus denen ein
Entscheidungsmerkmal gewihlt wird und I = 100.
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3 Uniiberwachtes Lernen

Uberblick iiber dieses Kapitel

Im Gegensatz zum tiberwachten Lernen, stehen bei Pro-
blemen des uniiberwachten Lernens keine annotierten Trai-
ningsdaten zur Verfiigung. Mit anderen Worten besteht
die Datengrundlage nicht aus Beispielen D = {(x(1), (),
ety (x(m),y(m))}, zu denen wir die Klasse oder den Funk-
tionswert schon kennen, sondern nur aus Datenpunkten
E={x®, ... xM} Die Aufgabe eines untiberwachten Ler-
nalgorithmus ist es dann, eigenstiandig Struktur in den
Daten zu erkennen. Das prototypische Problem des un-
tiberwachten Lernens ist die Clusteranalyse, bei der E in
dhnliche Gruppen aufzuteilen ist. Andere Probleme sind
beispielsweise die Anomalieerkennung oder das Lernen
von Regeln.

Wir werden uns in diesem Kapitel mit fiinf Methoden
des uniiberwachten Lernens beschiftigten. In Unterkapi-
tel 3.1 schauen wir uns mit dem K-Means-Algorithmus
einen klassischen Ansatz fiir die Clusteranalyse an. In
Unterkapitel 3.2 beschéftigen wir uns mit einem weite-
ren Clusteringverfahren, dem hierarchischen Clustering.
In Unterkapitel 3.3 diskutieren wir das Assoziationsre-
gellernen und in Unterkapitel 3.4 die Anomaliedetektion.
Schliefilich schauen wir uns in Unterkapitel 3.5 noch die
Grundelemente der Principal Component Analysis an.

Bibliographische Anmerkungen

Weiterfiihrende Literatur zu untiberwachtem Lernen (und
auch allgemeines maschinelles Lernen) bietet das Buch
[15]. Weiterhin ist der Coursera-Kurs ,,Unsupervised Lear-
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ning, Recommenders, Reinforcement Learning” von An-
drew Ng [12] sehr zu empfehlen.

Eine allgemeine Einfiihrung in die Clusteranalyse bie-
tet [7]. Einen Uberblick tiber K-Means-Clustering (Unter-
kapitel 3.1) findet sich insbesondere in Kapitel 2 in [7] und
eine Kurzusammenfassung gibt es in [4, Kapitel 9.2.1].
Naheres zum Divisive Analysis Clustering aus Unterkapi-
tel 3.2 zum hierarchischen Clustering findet sich in Kapi-
tel 6 von [7], sowie in [15, Kapitel 13]. Assoziationsregel-
lernen (Unterkapitel 3.3) wird in [3, Kapitel 5] detailliert
diskutiert, wobei auch die Originalarbeiten zum Apriori-
Algorithmus [2] und zum FP-Growth-Algorithmus [6] zu
empfehlen sind. Anomalieerkennung (Unterkapitel 3.4)
wird in [4, Kapitel 7.3] behandelt. Einen kurzen Uberblick
zur Principal Component Analysis (Unterkapitel 3.5) findet
sich beispielsweise in [5, Kapitel 2.12].

144



3.1 K-Means-Clustering

Bei der Clusteranalyse geht es darum, E = {x(1),..., x(")
in Teilmengen Eq,...,Ex zu partitionieren21, sodass die
Datenpunkte in jedem E; dhnlich zueinander sind (i =
1,...,k), wohingegen Datenpunkte in verschiedenen E;, E i
unihnlich zueinander sind (i,j =1,...,k, i # j). Da wir zu
den Datenpunkten in E keine Klassifikation haben, be-
steht also die Hauptaufgabe darin, eine Menge von Klas-
sen und eine Zuordnung von Klassen zu Datenpunkten
zu finden.

3.1.1 Clusteranalyse und K-Means

Wir beginnen die Diskussion der Clusteranalyse mit zwei
Beispielen.

Beispiel 52. Sie betreiben ein Geschift, in dem Sie unter
anderem Film-DVDs verkaufen. Sie haben dazu genau
drei Regale reserviert und mochten gerne die Filme so
auf die drei Regale aufteilen, dass Filme gleichen Genres
zusammen stehen. Allerdings haben Sie aufier der Spiel-
zeit und der Filmkosten keine weiteren Informationen zu
den Filmen (und nicht die Zeit, sich alle anzuschauen).
Tabelle 28 und Abbildung 46 zeigen den vorhandenen
Datensatz Eqovies-

Beispiel 53. Wir schauen uns noch einmal die Daten aus
Beispiel 1 von Unterkapitel 2.1 an, diesmal aber unter
einer anderen Fragestellung. Unsere Daten enthalten In-
formationen zu Korpergrofie und Ringfingerumfang ei-
niger Personen, aber anders als in Beispiel 1 von Un-
terkapitel 2.1 interpretieren wir den Ringfingerumfang
nicht als Zielvariable, sondern als ein weiteres Merk-
mal. Wir nehmen die Rolle eines Juweliers an, mdchten

21 Das heifit, EyU...UEx =Eund E;NE;j =0 fiiri,j=1,...,k miti # j.
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] Nr. \ Lange (in Min.) \ Kosten (in Mio. EUR) ‘

1 120 250
2 80 12
3 125 230
4 115 40
5 85 24
6 118 255
7 117 35
8 82 9
9 85 15
10 130 280
11 124 290
12 110 30
13 90 26
14 118 240

Tabelle 28: Datensatz Epyovies aus Beispiel 52.

aber zu unseren Ringen nicht alle moglichen Grofien an-
bieten, sondern nur 2, 3 oder maximal 4 verschiedene
Standardgrofien (unter der Annahme, dass Personen mit
»ahnlicher” Ringgrofie zu der passenden Standardgrofie
greifen). Die Fragestellung ist hier: was ist eine geeigne-
te Unterteilung der Ringgrofien und auf wie viele Stan-
dardgrofien kann ich mich einschridnken, sodass meine
Kunden immer noch ,,zufrieden” sind?

Das letzte Beispiel ist ein klassisches Beispiel fiir eine
der wichtigsten Anwendungsdoménen des Clusterings,
namlich die Marktsegmentierung.

Der klassische Algorithmus der Clusteranalyse ist das
K-Means-Clustering, das sowohl namentlich als auch kon-
zeptuell grole Ahnlichkeiten zum KNN-Algorithmus fiir
tiberwachtes Lernen hat (siehe Unterkapitel 2.4). Neben
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Abbildung 46: Datensatz Eovies aus Beispiel 52.

90 100

110 120 130

Lange (in min)

Nr. | Korpergrofie | Ringfingerumfang
(in cm) (in mm)
1 153.3 47.1
2 158.9 46.8
3 160.8 49.3
4 179.6 53.2
5 156.6 47.7
6 165.1 49.0
7 165.9 50.6
8 156.7 47.1
9 167.8 51.7
10 160.8 47.8

Tabelle 29: Datensatz E,ing zu Beispiel 53, siehe auch Bei-
spiel 1 in Unterkapitel 2.1.
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Abbildung 47: Datensatz Eying zu Beispiel 53, siehe auch
Beispiel 1 in Unterkapitel 2.1.

einem Datensatz E bendtigt der Algorithmus noch die
Spezifikation der Anzahl der Cluster k, die gelernt wer-
den sollen. Der naive K-Means-Algorithmus (oder auch
Lloyds Algorithmus genannt) ist eine heuristische Metho-
de, um E so in k Cluster zu unterteilen, so dass die Sum-
me der euklidischen Distanzen von jedem Datenpunkt
zu dem Mittelpunkt des ihm zugewiesenen Clusters mi-
nimal ist. Der Algorithmus operiert dabei iterativ und
startet von einer gegebenen Menge von Clustermittel-
punkten (auch Zentroiden genannt) {mj,...,my}. Jedem
Datenpunkt x € E wird derjenige Zentroid m; (i =1,...,k)
zugewiesen, der ihm am néchsten ist (bzgl. der euklidi-
schen Distanz). Anschliefsend aktualisieren wir m; durch
den Mittelwert aller m; zugewiesenen Datenpunkte (i =
1,...,k). Diese beiden Schritte wiederholen wir, bis die
Zentroiden konvergieren (dies ist bei Verwendung der
euklidischen Distanz garantiert). Algorithmus 2 formali-
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Algorithmus 2 Der naive K-Means-Algorithmus.

Eingabe: Datensatz E, Clusterzahl k
Ausgabe: my,...,my Zentroiden
des finalen Clusterings
KMEANS(E k)
1: Waihle initiale Zentroiden my, ..., my
2: while nicht konvergiert do
forx€ E do
cluster(x) = argmin;=; _ i |lx—my|

3

4

5: fori=1,...,kdo
6 1
7:

M = eter=] Lo cluster(ey=i X
return mq,...,my

siert die beschriebene Methode. Neben dem Parameter k
kann sich die initiale Wahl der Zentroiden in Zeile 1 stark
auf das Endresultat auswirken. Ublicherweise wihlt man
hier zufillig gleichverteilt k Elemente aus E als initiale
Zentroiden aus und fiithrt den Algorithmus wiederholt
aus, um das bestmogliche Clustering zu erreichen. Wir
werden uns mit diesem Aspekt noch etwas genauer in
Abschnitt 3.1.3 beschiftigen.

Bevor wir den K-Means-Algorithmus an den Daten-
sdtzen aus den Beispielen 52 und 53 anwenden, schauen
wir uns zundchst einen anderen kiinstlichen Datensatz
an und fithren den Algorithmus im Detail aus.

Beispiel 54. Wir betrachten den Datensatz E; = (xD, ...,
x19} aus Tabelle 30 und Abbildung 48. Nehmen wir an,
wir rufen den Algorithmus KMEANS mit E; sowie k = 2
auf. Die folgenden Schritte werden dann ausgefiihrt:

1. Wir wihlen initial m; = x© = (3.5,3.5)T und m, =
x® =(4.1,3.2)7.
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INr. | x| x|
2 3
4 |42
28 121
19| 2
41 | 3.2
35|35
3.8 141
2 119
291 3.1
4 |39

OO R J| O\ U1 x| W N -

—

Tabelle 30: Datensatz E1 zu Beispiel 54.

4.0

3.5 1

2.5 A

204 ©

2.0 25 3.0 35 4.0
X1

Abbildung 48: Datensatz E; zu Beispiel 54.

2. Wirberechnen fiir alle x € E; die Clusterzugehorigkeit.
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Beispielsweise gilt fiir x¥) = (3.8,4.1):

1D — || = 113.8,4.1)T — (3.5,3.5)7
=1(0.3,0.6)"|| = V0.32+0.6% ~ 0.671
17 =yl = 11(3.8,4.1)T - (4.1,3.2)7)

= [1(=0.3,0.9)7|| = /(—0.3)2 +0.92 ~ 0.949

und somit wird x') dem Cluster 1 bzw. dem Zen-
troiden m; zugewiesen. Insgesamt erhalten wir

cluster(x) =1 fir x e {x(l),x(z),x(s),x(4),x(6),x(7),
x® x(9), x(lo)}

cluster(x)=2  fiir x € {x®}

Abbildung 49 zeigt das Ergebnis der ersten Iteration
des Algorithmus.

. Wir berechnen die Zentroiden m; und m» neu:

mp = é(x(l) + 2@ 4+ x84 x® 4 (0 4 5Dy

~ (2.989,3.089)T
1
My = I(x<5>) =x® = (4.1,32)T
. Wir berechnen fiir alle x € E; wieder die Clusterzu-
gehorigkeit. Insgesamt erhalten wir

cluster(x) =1 fiir x € {x(l),x(3),x(4) ,x(6),x(8),x(9)}

cluster(x) =2 furx e {x(z),x(S),x(7),x(10)}

Abbildung 50 zeigt das Ergebnis der zweiten Itera-
tion des Algorithmus.

151



4.0 A

3.5 1 ®

2.5 1

204 ©

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
X1

Abbildung 49: Erste Iteration von KMEANS(E,2) zu
Beispiel 54. Zentroiden sind durch farbige Kreuze und
die Zuordnung von Datenpunkten zu ihren zugehorigen
Zentroiden ist durch farbige Kreise dargestellt.

5. Wir berechnen die Zentroiden m; und m» neu:
my = %(x(l) +x3) + x@ 1 x6) 1 x®) 1 4O
=(2.517,2.6)T
My = i(x@) +x® + 47 4 x(19) = (3.975,3.85)T

6. Wir berechnen fiir alle x € E; wieder die Clusterzu-
gehorigkeit. Insgesamt erhalten wir
cluster(x) =1 fiir x € {xM, 1@ x@ @ xOn
cluster(x) =2 fiir x € {x®,x0O) x6) 7 (10))

Abbildung 51 zeigt das Ergebnis der dritten Iterati-
on des Algorithmus.
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Abbildung 50: Zweite Iteration von KMEANS(E1,2) zu
Beispiel 54. Zentroiden sind durch farbige Kreuze und
die Zuordnung von Datenpunkten zu ihren zugehorigen
Zentroiden ist durch farbige Kreise dargestellt.

7. Wir berechnen die Zentroiden m; und m; neu:
my = %(x(l) + 1 4+ 2@ 4 x® 4 1O = (2.32,2.42)T
1
My = Z(x<2> +x0) 20 4+ ¥ 1 410y = (3.88,3.78)T

8. Wir berechnen fiir alle x € E wieder die Clusterzu-
gehorigkeit. Insgesamt erhalten wir

cluster(x) =1 furx e {x(l),x(3),x(4),x(8),x(9)}
cluster(x) =2 fur x e {x(z),x(5),x(6),x(7),x(10)}

und damit die identische Clusterzuweisung wie im
Schritt zuvor. Abbildung 52 zeigt das Ergebnis der
vierten Iteration des Algorithmus.
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Abbildung 51: Dritte Iteration von KMEANS(E1,2) zu
Beispiel 54. Zentroiden sind durch farbige Kreuze und
die Zuordnung von Datenpunkten zu ihren zugehorigen
Zentroiden ist durch farbige Kreise dargestellt.

9. Eine Neuberechnung der Zentroiden ertibrigt sich,
da die Clusterzuordnung konvergiert ist.

Durch die Verwendung der euklidischen Distanz ist
der naive K-Means-Algorithmus sehr anfillig fiir unter-
schiedlich skalierte Merkmale (siehe die Diskussion in
Abschnitt 2.4.2), wie man am Datensatz E,qvies aus Bei-
spiel 52 sehen kann.

Beispiel 55. Wir fithren Beispiel 52 fort. Eine Ausfithrung
von KMEANS(Emovies,3) fihrt zu den Clustern wie in
Abbildung 53 dargestellt. Dies entspricht nicht dem ge-
wiinschten Ergebnis. Insbesondere wurden alle Daten-
punkte der beiden unteren Gruppen zu einem Cluster
zusammengelegt. Das Problem liegt hier daran, dass das
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Abbildung 52: Vierte Iteration von KMEANS(Ey,2) zu
Beispiel 54. Zentroiden sind durch farbige Kreuze und
die Zuordnung von Datenpunkten zu ihren zugehorigen
Zentroiden ist durch farbige Kreise dargestellt.

Merkmal Kosten auf einer grofieren Skala (9-290 Mio.
EUR) verteilt ist als das Merkmal Linge (80-130 Min.).
Aus diesem Grund wirken sich Unterschiede im Merk-
mal Linge durch die Verwendung der euklidischen Di-
stanz weniger signifikant aus als im Merkmal Kosten. Sei
Eovies der z-transformierte Datensatz zu Epgvies-22 Eine
Ausfiihrung des Algorithmus KMEAN S(Emovies, 3) fithrt
zu den Clustern wie in Abbildung 54 dargestellt.

Beispiel 56. Wir fithren Beispiel 53 fort. Abbildungen
55, 56 und 57 zeigen Clusterings fiir die Werte k = 2,3,4.
Alle Clusterings erscheinen plausibel, gegeben der jewei-
ligen Anzahl an Clustern. Dennoch bleibt die Frage of-

22 Siehe Definition 3 in Unterkapitel 2.4. Die z-Transformation fiir
Datensitze tiber Datenpunkte ist definiert wie fiir Datensétze tiber
Beispiele, die y-Komponente wird hier einfach ignoriert.
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Abbildung 53: Clustering zu Eyovies in Beispiel 55
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Abbildung 54: Clustering zu Emovies in Beispiel 55

fen, welches dieser Clusterings wir als optimal betrach-
ten (und damit welche Anzahl von Ringgrofien wir stan-
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Abbildung 55: Clustering zu Eying fiir k = 2 in Beispiel 56.

dardmafsig anbieten mochten). Diese Frage schauen wir
uns in Abschnitt 3.1.2 genauer an.

3.1.2 Evaluation

Genau wie beim tiberwachten Lernen stellt sich beim
uniiberwachten Lernen die Frage, wie man die Qualitét
des gelernten Modells einschidtzen und mit anderen ge-
lernten Modellen vergleichen kann. Dazu gibt es beim
uniiberwachten Lernen, und speziell bei Clusteringpro-
blemen, prinzipiell zwei Moglichkeiten: die externe und
die interne Evaluation. Bei der externen Evaluation eva-
luiert man das Clustering auf einem zusitzlichen Test-
datensatz, der allerdings vollstindige Beispiele (also in-
klusive Klassenzugehorigkeit der Datenpunkte) enthal-
ten muss. Fiir Probleme des uniiberwachten Lernens ist
das Erstellen eines solchen Datensatzes tiblicherweise
recht aufwéndig, da dieser meist manuell annotiert wer-
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Abbildung 56: Clustering zu Eying fiir k = 3 in Beispiel 56.

den muss. Steht allerdings ein solcher Testdatensatz zur
Verfligung, konnen dieselben Metriken zur Evaluation
eingesetzt werden, wie beim tiberwachten Lernen, also
beispielsweise das GenauigkeitsmafS, Prazision, Sensiti-
vitdat und das F1-MaS.

Bei der internen Evaluation eines Clusteringalgorith-
mus wird das eigentliche Optimierungsziel des Cluster-
ings als Kriterium herangezogen. Beim K-Means-Algo-
rithmus versuchen wir, Zentroiden my, ..., m; zu finden,
sodass die (quadrierten) Distanzen aller Datenpunkte in
E minimal zu den ihnen zugewiesenen Zentroiden sind.
Formal wird dies durch das Trigheitsmaf$ (engl. inertia)
modelliert.

Definition 23. Sei E ein Datensatz, my,...,m; Zentroiden
von k Clustern und cluster eine Funktion cluster : E —
{1,...,k}, die jedem Datenpunkt x € E einen Zentroiden
Meluster(x) Zuweist. Die Trigheit inertia von cluster beziiglich
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Abbildung 57: Clustering zu Eying fiir k = 4 in Beispiel 56.

E und my,...,my ist definiert als

inertia(cluster,E,my, ..., my) = Z || — mcluster(x)||2
x€E

Das direkte Losen des zum Tragheitsmaf3 zugehorigen
Optimierungsproblems, d. h., das Finden von cluster und
mi,..., My, so dass inertia(cluster,E,m,...,m;) minimal ist,
istrechnerisch sehr schwer (genauer: es ist ein NP-schwer-
es Problem). Aus diesem Grund versucht der K-Means-
Algorithmus auch nur eine Anndherung an das Optimum
zu erreichen.

Beispiel 57. Wir fiihren Beispiel 54 fort. Fiir das finale
Clustering von Ej mit

my = (2.32,2.42)7
my = (3.88,3.78)T
cluster(x) =1 furx e {x(l),x(3),x(4),x(8),x(9)}

cluster(x) =2 fiurx e {x(z),x(S),x(6) ,x(7),x(10)}
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erhalten wir

inertia(cluster, E1,mq,my)

= [ —rmq |+ 1x® = ma) 2 + xS — 1 |1 + I — g P+
® =l + 1) = 12?4+ 1167 =l + 1 =y P+
e =P + 1210 —

~ 0.6622 +0.437% +0.577% + 0.594% + 0.62% + 0.472% + 0.33%+
0.611% +0.894% +0.17>

~ 3.233

Schauen wir uns zum Vergleich ein alternatives Cluster-
ing an, das definiert ist via
cluster(x) =1 furx e {x(l),x(3),x(4),x(8)}

cluster(x) =2 furx e {x(2),x(5),x(6),x(7),x(9),x(10)}
und den zugehorigen Zentroiden

my = (2.175,2.25)"

my = (3.717,3.667)"
Das obige Clustering ist in Abbildung 58 dargestellt. Der
einzige Unterschied zum vorherigen Clustering ist, dass

der Punkt x(¥) dem zweiten Cluster zugewiesen wird. Fiir
dieses Clustering erhalten wir

inertia(cluster, E1,mq,m>)

= [Ie® = 1 |P + 16 = ma) 2 + [ — ]2 + [ — a2+
1 — 2 * + 1@ = 2| + ) = 115> + (1) — 1] P+
1 =+ [1x10 — |2

~ 0.77% +0.603% + 0.643% + 0.372% + 0.604% + 0.274% + 0.441°+

0.3912 +1.055% + 0.3672
~ 3.543
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Abbildung 58: Alternatives Clustering zu E; in Bei-
spiel 57.

Es ist zu beobachten, dass der Wert der Tragheit beim
zweiten Clustering grofier ist als beim ersten Clustering.

Der tatsdchliche Wert der Tragheit ist nicht leicht zu
interpretieren, da er natiirlich stark von der Skalierung
der Merkmale abhdngt. Das heifit, vom Tragheitswert
eines Clusterings alleine ldsst sich keine Aussage {iiber
die Giite des Clusterings ableiten. Erst im Vergleich mit
den Tragheitswerten anderer Clusterings konnen Giite-
unterschiede erkannt werden (wie im letzten Beispiel).
Allerdings sind solche Vergleiche nur von Bedeutung,
wenn beide Clusterings iiber die gleiche Zahl von Clus-
tern verfiigen. Denn je mehr Cluster ein Clustering be-
sitzt, desto geringer ist tiblicherweise die Trdgheit. Der
Extremfall tritt hier ein, wenn ein Clustering k = m Clus-
ter besitzt (d. h., ein Cluster pro Datenpunkt). In diesem
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Fall ist der Tragheitswert gleich 0, das Clustering bringt
aber keine richtigen Einblicke in die Struktur der Daten.

Falls die korrekte Anzahl an Clustern k fiir einen Da-
tensatz E nicht bekannt ist (wie in Beispiel 53), so kann
der Tragheitswert auch genutzt werden, um die geeignete
Zahl der Cluster zu finden. Eine einfache Methode dazu
ist die sogenannte Ellenbogenmethode (engl. elbow method).
Dazu berechnet man die Tragheitswerte fiir eine Reihe
verschiedener Clusterzahlen k und stellt diese Werte in
einem Diagramm dar, siehe Abbildung 59. Die optimale

inertia

Abbildung 59: Typischer Verlauf der Tragheitswerte bei
unterschiedlichen Clusterzahlen k. Die optimale Cluster-
zahl ist am Scheitelpunkt zu finden (in rot dargestellt).

Clusterzahl findet man dann bei dem k, an dessen Stelle
die Kurve ,abknickt”. Die Interpretation dazu ist, dass
hier hohere Clusterzahlen weniger Information enthal-
ten als die Clusterzahl bis zu diesem Punkt. Natiirlich ist
dies nur eine sehr grobe Heuristik und der Wert ist auch
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nicht immer so eindeutig wie in der idealen Situation in
Abbildung 59 dargestellt. An dieser Stelle wollen wir uns
aber mit dieser Heuristik begntigen.

Beispiel 58. Wir fithren Beispiel 56 fort. Die Tragheits-
werte der drei Clusterings zu k = 2,3,4 berechnen sich zu
inertiay, inertias, inertiay mit

inertia, ~ 192.776
inertias =~ 53.702
inertiag ~ 20.833

Diese drei Werte und Triagheitswerte zu weiteren mit K-
Means berechneten Clusterings zu k =1 und k = 5 sind
graphisch in Abbildung 60 dargestellt. Die optimale An-
zahl an Clustern scheint hier bei k = 3 zu liegen .

500 -

400 1

100 A

Abbildung 60: Verlauf der Tragheitswerte fiir k =
1,2,3,4,5 zu Eyjng aus Beispiel 58.
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3.1.3 K-Means-Initialisierung

Wie bereits im vorherigen Abschnitt diskutiert wurde, ist
Algorithmus 2 ein heuristischer Algorithmus, der lokale
Optima berechnet und dabei sogar beliebig weit vom
globalen Optimum entfernt sein kann.

Beispiel 59. Betrachten Sie den Datensatz E,, der in Ab-
bildung 61 dargestellt ist und ignorieren wir fiir den Mo-
ment die Skalierungsproblematik aus Beispiel 55. Die op-
timale Aufteilung der vier Datenpunkte in zwei Cluster
wiirde die beiden linken Datenpunkte zu einem Cluster
zusammenfiihren und die beiden rechten Datenpunkte
in einen zweiten Cluster (bei diesem Clustering erhal-
ten wir einen Trdgheitswert von 1). Angenommen wir
wiirden als initiale Zentroiden die Punkte m; = (6,1)7
und m; = (6,2)" wihlen (also jeweils genau in der Mitte
der linken und rechten Datenpunkte). Der Algorithmus
KMEANS wiirde die beiden unteren Punkte dem Zentro-
iden m; und die beiden obigen Punkte dem Zentroiden
my zuweisen. Der Algorithmus terminiert damit auch
schon, da sich die Koordinaten der Zentroiden nicht mehr
verdndern. Dasselbe Ergebnis wiirde man auch erzielen,
falls mq = (6, y)T und my = (6,2z)7 fiir beliebige y <1 und
z > 2 gesetzt werde. In beiden Féllen erhalten wir einen
Tragheitswert von 64. Beachten Sie, dass wir diesen Wert
beliebig verschlechtern konnen, indem wir beispielswei-
se die beiden rechten Punkte beliebig weiter nach rechts
verschieben.

Ein anderes problematisches Verhalten tritt beispiels-
weise auf fiir m; = (1,1)T und m, = (0,0)”. Hier sind alle
Datenpunkte ndher an m als an m, und somit enthélt der
erste Cluster alle Datenpunkte und der zweite Cluster ist
leer.

Wihrend man das zweite in Beispiel 59 genannte Pro-
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Abbildung 61: Datensatz E; zu Beispiel 59.

blem 16sen kann, indem man stets als initiale Zentroiden
Datenpunkte aus dem Datensatz auswéhlt (wie wir es be-
reits zuvor getan haben), so wird das erste Problem davon
nicht notwendigerweise geltst: die initialen Zentroiden
my =(2,1)T und m, = (2,2)" (d. h., die beiden linken Punk-
te) liefern dasselbe nicht-wiinschenswerte Ergebnis.

Da der K-Means-Algorithmus im allgemeinen sehr
schnell 1duft, ist die naheliegende Losung, den Algorith-
mus mehrmals mit zuféllig verteilten Zentroiden lau-
fen zu lassen und das Clustering auszuwéhlen, das am
haufigsten berechnet wird (bzw. das Clustering mit mini-
maler Trigheit, sieche Abschnitt 3.1.2). Dies ist auch der in
der Praxis gdngige Ansatz. Eine weitere Moglichkeit be-
stehtin einer geschickteren Wahl der initialen Zentroiden,
wie es beispielsweise der K-Means++-Ansatz verfolgt.
Fiir eine gegebene Anzahl k von Clustern und einen Da-
tensatz E, besteht die Grundidee des K-Means++-Ansatz-
es darin, wie zuvor k Datenpunkte aus E als initiale Zen-
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troiden zu wéhlen. Diese werden jedoch nicht zufillig
gleichverteilt ausgewdhlt, sondern gewichtet nach der
Distanz zu den bisher ausgewéhlten Zentroiden. Die so
ausgewdhlten Zentroiden werden dann in Zeile 1 von Al-
gorithmus 2 als initiale Definition der Zentroiden benutzt
und der eigentliche K-Means-Algorithmus wird anschlie-
fend ausgefiihrt. Algorithmus 3 formalisiert diese Idee.
Dabei wird der erste Zentroid m; gleichverteilt zufallig

Algorithmus 3 Der K-Means++-Algorithmus.

Eingabe: Datensatz E, Clusterzahl k
Ausgabe: my,...,my Zentroiden
des finalen Clusterings
KMEANS++(E k)
1: Wihle zufallig gleichverteilt m; € E
2: fori=2,...,kdo
3: E' :=E\{mq,...,mj_1}
4: Fur alle x € E/, d(x) = min{||x —m4]|,..., ||x —m;_1||}
5 Waéhle m; € E’ zufdllig mit Wahrscheinlichkeit
P(x) = % fiir alle x € £/
6: while nicht konvergiert do
7: forxe€ E do
8 cluster(x) = argmin;=y _ i |lx —ml|
9 fori=1,...,kdo
10: m; = WT):M Yo cluster(x)=i X

11: return mq,..., my

gewdhlt (Zeile 1). Fiir alle weiteren Zentroiden m;, be-
rechnen wir die Distanz zum néchsten schon gewéhlten
Zentroiden (Zeile 4). Ein beliebiger, noch nicht gewéhlter
Datenpunkt wird dann als néchster Zentroid mit Wahr-
scheinlichkeit proportional zu dieser Distanz gewahlt
(Zeile 5). Der Rest des Algorithmus ist dann identisch
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zum naiven K-Means-Algorithmus (siehe Algorithmus 2).

Beispiel 60. Wir fahren mit Beispiel 59 fort. Angenom-
men im ersten Schritt des K-Means++-Algorithms wihlen
wir m1 = (2,2)T (den linken oberen Punkt). Es ergibt sich
fiir die tibrigen Punkte:

d2,1) =1
4(10,1) ~ 8.06
d(10,2) = 8

und damit

1

17.06
8

17.06
8.06
17.06

P(2,1) ~ ~ 0.059

P(10,1) ~ ~ 0.469

P(10,2) ~ 0.472

Mit groSer Wahrscheinlichkeit wird also (10,1)T oder
(10,2)T als néchster initialer Zentroid ausgewdhlt. Wie
man leicht sehen kann, tritt fiir beide Wahlen von initia-
len Zentroiden das Problem aus Beispiel 59 im weiteren
Verlauf des Algorithmus nicht auf.

Im Gegensatz zur gleichverteilten Auswahl der in-
itialen Zentroiden, erhalten wir beim K-Means++-Algo-
rithmus eine Garantie tiber die durchschnittliche Giite des
Algorithmus: der Tragheitswert des errechneten Cluste-
rings ist maximal um einen Faktor O(logk) grofSer als der
Tragheitswert des optimalen Clusterings.
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3.2 Hierarchical Clustering

Wir beschiftigen uns in diesem Unterkapitel mit einer
weiteren Familie zur Clusteranalyse, dem hierarchischen
Clustering.

3.2.1 Clusteranzahl und hierarchisches Clustering

Eine besondere Herausforderung bei der Clusteranalyse
ist die Bestimmung der , besten” Anzahl von Clustern fiir
einen gegebenen Datensatz E. In Unterkapitel 3.1 haben
wir uns bereits etwas mit diesem Thema beschéftigt und
uns insbesondere eine heuristische Methode (die sog. EI-
lenbogenmethode) angeschaut, mit deren Hilfe man beim
K-Means-Algorithmus eine gute Wahl fiir die Anzahl
der Cluster treffen kann. Insbesondere bei dem Beispiel
zur Marktsegmentierung sollte allerdings klar geworden
sein, dass es keine allgemeingiiltige Definition der ,kor-
rekten” Anzahl an Clustern geben kann. Je nach Anwen-
dung gibt es auch fiir denselben Datensatz verschiedene
Clusterzahlen, die Sinn ergeben.

Beispiel 61. Wir betrachten den Datensatz E,nima1s = {X1,
...,X¢} aus Tabelle 31, siehe auch Abbildung 62, der ei-
ne Reihe von Tieren mit Merkmalen Anzahl Beine und
Giftigkeitsgrad (auf einer imagindren Skala 0 =,nicht gif-
tig”, 1 =,giftig”, 2 =,sehr giftig”) enthélt. Je nach Anwen-
dungsfall sind hier mehrere Clusterings plausibel:

e DasClustering {{x1}, {x2}, {x3},{x4}, {x5}, {x6}} bildetje-
de einzelne Tierart in einen eigenen Cluster ab.

e Das Clustering {{x1,x2},{x3},{x4, x5}, {x6}} verbindet
Skorpione und Spinnen zum Cluster ,Spinnenar-
tige” sowie Hausschweine und Schnabeltiere zu
»Vierbeinige Sdugetiere”.
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Nr. | Tier Anzahl | Giftigkeit
Beine

1 Nordafrikanischer 8 2
Dickschwanzskor-
pion

2 Weifsknie- 8 1
Vogelspinne

3 | Tropische Riesen- | 6 1
ameise

4 Hausschwein 4 0

5 Schnabeltier 4 1

6 Mensch 2 0

Tabelle 31: Datensatz E,pnimal Zu Beispiel 61.

e Das Clustering {{x1,x2,x3},{x4,x5,x6}} teilt die Daten
in ,Gliederftifier” und ,Sdugetiere” auf.

Neben dem finalen Clustering ist die im vorigen Bei-
spiel illustrierte Clusterhierarchie fiir die Clusteranalyse
ein wichtiges Analysewerkzeug. Methoden des hierarchi-
schen Clusterings erzeugen solche Hierarchien und geben
damit Einblick in die Zusammenhénge verschieden gra-
nularer Clusterings und helfen bei der Findung der opti-
malen Clusterzahl fiir die gegebene Anwendung. Formal
ist die Ausgabe einer solchen hierarchischen Clustering-
methode gegeben durch ein Dendrogramm.

Definition 24. Sei E ein Datensatz. Ein Dendrogramm T
tiber E ist ein gerichteter Baum T = (V, K, r) mit Knoten V,
Kanten K und Wurzel r € V, sodass gilt:

e FiralleveV,vCE

e r=F
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Giftigkeit
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Anzahl Beine

Abbildung 62: Datensatz E,,ima) zu Beispiel 61.

e Fiir alle x € E ist {x} ein Blatt von T

e Ist v € V ein innerer Knoten und v,...,v; sind seine
Kinder (tiber Kanten in K), so gilt v =0 U...Uy.

Ein Dendrogramm bildet die Clusterhierarchie von
E ab, jeder innere Knoten v mit Kindern vy,...,v; re-
prasentiert einen Cluster, der aus der Vereinigung seiner
Untercluster v1,...,v; besteht. Die Blitter des Dendro-
gramms T enthalten das detaillierteste Clustering (jeder
Datenpunkt hat seinen eigenen Cluster) und die Wur-
zel enthélt das grobste Clustering (alle Datenpunkte sind
im gleichen Cluster). Ublicherweise annotiert man ein
Dendrogramm mit den Schwellwerten, die nétig sind,
um Cluster zu vereinigen (wir nennen dann das Den-
drogramm quantitativ). Dies sind algorithmenabhédngige
Werte und werden genauer in den nichsten Abschnitten
diskutiert. Jeder ,Schnitt” durch T an einem bestimmten
Schwellwert ergibt dann ein konkretes Clustering.
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N
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{x1,x2) {x4, %5}
b | |{xad| [{x2}| [{xe}| |{xa}| [{x5)

Abbildung 63: (Qualitatives) Dendrogramm T,pimals aus
Beispiel 62.

Beispiel 62. Wir fiihren Beispiel 61 fort. Ein plausibles
Dendrogramm zu E,pimals ist dargestellt in Abbildung 63.
Das grobste Clustering in der Wurzel besteht aus allen
Datenpunkten, das nédchst-feinere aus den beiden Clus-
tern {x1,x7,x3} und {x4, x5, x}. Danach folgt das Clustering
{{aes}, {x1,x2}, {x6}, (x4, x5}} und schliefllich mit {{x1}, {x2}, {x3},
{x4},{x5}, {x6}} das detaillierteste Clustering. Abbildung 64
zeigt ein quantitatives Dendrogramm. Die Knoten des
Dendrogramms sind hier implizit als Schnittpunkte der
Verbindungslinien dargestellt und die Elemente aus E
sind auf der x-Achse verzeichnet. Die y-Achse zeigt die
Schwellwerte der Distanzen von Knoten, an denen Clus-
ter vereinigt (bzw. getrennt) werden (ndheres dazu in den
ndchsten beiden Abschnitten). Schneidet man beispiels-
weise das Dendrogramm beim Distanzwert 2, so erhalt
man das Clustering {{x3}, {x1,x2}, {x6}, {x4,x5}}.
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Abbildung 64: (Quantitatives) Dendrogramm Dgnimals
aus Beispiel 62.

Quantitative Dendrogramme wie aus Abbildung 64
erlauben es (je nach Interpretation der Distanzfunktion)
quantitativ abzuschéitzen, wie plausibel Clusterings ver-
schiedener Hierarchiestufen sind. Aus Abbildung 64 ist
beispielsweise ersichtlich, dass es wenigstens zwei Clus-
ter {x1,x2,x3} und {x4,x5,x6} geben sollte, da der Schwell-
wert zum Vereinigen dieser beiden Cluster (bei ca. 4.1)
relativ grofs ist im Vergleich zum Schwellwert zur Verei-
nigung der nédchst-feineren Cluster (bei ca. 2.1).

Methoden des hierarchischen Clusterings lassen sich
grundsétzlich in zwei Gruppen einteilen: agglomerative
und divisive Verfahren. Agglomerative Verfahren (bzw.
bottom-up Verfahren) beginnen die Konstruktion eines
Dendrogramms von den Blédttern an. Zundchst werden
alle Datenpunkte individuell einem Cluster zugewiesen.
Anschliefsend werden iterativ diejenigen Cluster mitein-
ander vereinigt, die am ,dhnlichsten” zueinander sind.
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Divisive Verfahren (bzw. top-down Verfahren) beginnen
die Konstruktion eines Dendrogramms an der Wurzel.
Zunichst werden alle Datenpunkte einem einzigen Clus-
ter zugewiesen. Anschlieflend wird iterativ der aktuelle
Knoten in zwei (oder mehr) Cluster aufgeteilt. Konkrete
Clusteringverfahren dieser beiden Gruppen unterschei-
den sich hauptsichlich durch die benutzte Ahnlichkeits-
bzw. Distanzfunktion. Prototypische Algorithmen beider
Gruppen schauen wir uns in Abschnitt 3.2.2 mit dem
Single-Link-Clusteringverfahren und in Abschnitt 3.2.3
mit dem DIANA-Verfahren an.

3.2.2 Single-Link-Clustering

Single-Link-Clustering ist ein agglomeratives Clustering-
verfahren, das initial alle Datenpunkte des Datensatzes
E in einen separaten Cluster setzt und anschliefiend ite-
rativ die beiden am niichsten gelegenen Cluster zu einem
Cluster verbindet. Auf diese Weise entsteht bottom-up ein
Dendrogramm. Sei D eine Funktion, die fiir zwei Men-
gen von Datenpunkten Ei,E; C E die Distanz D(Eq,E»)
von E; zu Ej berechnet. Der allgemeine agglomerative
Clusteringalgorithmus ist in Algorithmus 4 dargestellt.
Die Menge X in Algorithmus 4 speichert zu jedem Zeit-
punkt die Menge von Clustern, die noch vereinigt werden
miissen. Am Ende des Algorithmus enthélt X dann nur
noch die Wurzel des konstruierten Baumes (siehe Zeile
10). Falls es mehrere Paare von Mengen mit minimalem
Abstand in Zeile 7 gibt, wiahlen wir zuféllig ein Paar aus.

Je nach Definition der Distanzfunktion D erhalt man
ein anderes konkretes Clusteringverfahren. Fiir das Single-
Link-Clustering nutzen wir die Distanzfunktion Dsingle.
die definiert ist durch

Dsingle(ElrEZ) = min ”xl —Xz”
x1€Eq,x2€E>
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Algorithmus 4 Der allgemeine agglomerative Cluste-
ringalgorithmus

Eingabe:  Datensatz E, Distanzfunktion D
Ausgabe: Dendrogramm T
Agglo(E,D)
1: T := leeres Dendrogramm
: X:=0
: forxe E do
Fiige Knoten {x} zu T hinzu
X :=XUl{{x}}
while |X| #1 do
Finde Xj, X, € X mit X; # X; und D(X1, X3) mini-
mal
8: Erzeuge Knoten X3 = X; U X5 und setze X; und X»
als Kinder von X3
9:  X:=(X\{Xy, X2}) U{X3}
10: Setze die Wurzel von T auf X’, wobei X = {X’}
11: return T

N kN

Der Abstand zwischen zwei Mengen E; und E; ist also
der minimale (euklidische) Abstand von beliebigen Da-
tenpunkten aus E; und E;. Wie schon zuvor, muss an
dieser Stelle darauf geachtet werden, dass die Merkmale
entsprechend skaliert sind, da ansonsten Unterschiede in
den Auspragungen mancher Merkmale starker gewichtet
werden als andere, siehe dazu Abschnitt 2.4.2. Algorith-
mus 4 geht davon aus, dass der Datensatz E entsprechend
vorverarbeitet wurde.

Beispiel 63. Wir fiihren Beispiel 62 fort und fithren Al-
gorithmus 4 schrittweise durch:

1. Wir erzeugen zunéichst Cluster fiir alle Datenpunk-
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te aus E,pimals und setzen

X = {{x1}, {x2}, {x3}, {xa}, {x5}, {x6}}

2. Wir berechnen Dg;pg1e(X1, X2) fiir alle X7, X5 € X mit
X1 # Xa (wegen Dgingle(X1, X2) = Dsingle(X2, X1) miis-
sen wir nicht alle Kombinationen berechnen):

Dsingte(21}, (x2}) = [lx1 — 2]l = V02 +12=1
Dsingte(21}, {x3}) = Ilx1 — x5l = V22+12 ~2.236
Dsingle(fx1}, {xa}) = llx1 —x4ll = VA2 122 ~ 4.472
Deingle({x1}, {xs}) = Ilx1 — x5l = V42 +12 ~ 4.123
Deingle({x1), {x6}) = llx1 — x4l = V62 +22 ~ 6.325
Deingle({x2}, {x3}) = P2 — x5l = V22 +02 =2
Dsingle(12}, {x4}) = [lx2 — x4ll = V42 +12 ~ 4.123
Dsingle(12}, {x5)) = llx2 = x5]| = VA2+02 =4
Dsingle({x2}, {%6}) = Iz = x4/l = V62 +12 ~ 6.083
Dsingle(123}, {x4}) = Ilx3 — x4ll = V22+12 ~2.236
Dsingle(fxs}, {xs5}) = llx3 — xs|| = V221 02=2
Dsingle(fxs}, {xe}) = llxs — x6ll = V42 112~ 4123
Dsingle({xa}, {xs}) = llxs — x5l = V02 +12 =1
Dsingle({xa}, {x6}) = IPta = xll = V22 +02 =2
Dsingle({x5}, {x6}) = llx5 — x6ll = V221412 %2.236

Es gﬂ’f, dass Dsingle({xl 5, {XZ}) = Dsingle({x4}/{x5}) =1
minimal ist. Wir wéahlen also zuféllig {x1}, {x2} aus
und aktualisieren X zu

X:= {{xlixz}/ {X3}, {x4}/ {x5}/ {x6}}
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3. Wir berechnen Dg;jng1e(X1, X2) fiir alle X3, X5 € X mit

Xy # Xp:
Dgingle(fx1, %2}, {x3}) = min{[lx1 — x3]|, l|lx2 — x3/I} = 2
Dsingle(fx1,x2}, {x4}) = min{||lxy — xyll, [lx2 — x4} ~ 4.123
Dsingle({x1,x2}, {x5}) = minf{|lxq — xs]l, ||x2 — xs[[} =4
Dgingle(fx1, %2}, {x6}) = min{||x1 — xgl, llx2 — x6ll} = 6.083
Dsingle(fxa}, {xa}) = llxz — x4/l ~ 2.236
Dsingle(fxa}, {xs}) = llxz — xs|| =2
Dsingle(fxa}, {xe}) = llxs — x6ll ~ 4.123
Dsingle({xa}, {xs}) = llxg — X5||—
Dsingle(fxa}, {xe}) = llxg — x6ll =
Dsingle({x5}, {x6}) = llx5 — x6ll = 2.236

Es gilt, dass Dsingle({xs}, {x5}) = 1 minimal ist. Wir
aktualisieren X zu

X = {{xllxz}/ {x3}/ {x4/x5}/ {x6}}

4. Wir berechnen Dsingle (X1, X>) fur alle X4, X5 € X mit
Xy # Xp:
Dsingle({x1, %2}, {x3}) = min{llxy — x5, [lx2 — x|} =
Dsingle(fx1,x2}, {x4, x5}) = min{|lxy — x4l lx2 — x4,
llx1 —xsll, [lx2 — x5}
=4
Dsingle(fx1,x2}, {xe}) = min{[lxq — xell, [lx2 — x6][}
~ 6.083
Dsingle(fxa}, {x4,x5}) = min{llx3 — x4l|, [lx3 — x5} = 2
Dsingle(fx3}, {xe}) = llx3 — x|l ~ 4.123
Dsingle({x4, x5}, {x6}) = min{[lxs — x¢ll, [lx5 — x6l} =
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Hier haben wir drei Paare mit Distanz 2, wir wihlen
zufdllig {x1,x7} und {x3} und aktualisieren X zu

X = {{x1,x2,x3}, {x4, x5}, {x6}}

. Wir berechnen Dgingle(X1, X2) fiir alle X7, X5 € X mit
Xy # Xp:
Dsingle({x1,%2,x3}, {x4, x5})
= minf|lxy = xall, Ix2 — xall, llxz — xall, [lx1 — x5,
llx2 = xsl, 13 — xs][}
=2
Dgingle({x1,x2,x3}, {x6})
= minf]lxy —xell, |Ix2 — x6l|, llx3 — X6}
~ 4.123

Dsingle({x4, x5}, {x6})
= min(]lxg — x|l |Ix5 — x6[[} =2
Es gilt, dass
Dsingle({x1, %2, x3}, {4, X5}) = Dgingle ({4, x5}, {x6}) = 2
minimal ist. Wir wahlen also zuféllig {x4,xs5}, {xs}
aus und aktualisieren X zu

X = {{X1,x2,x3}, {x4/x51x6}}

. Auch wenn diese Berechnung nicht mehr notwen-
dig ist, da wir nur noch zwei Elemente in X haben,
berechnen wir

Dsingle({xlerI x3}/ {x4/-x5/ x6})
= minf||xg — xall, lx2 — xall, lIx3 = x4ll, lIx1 — x5,

|lx2 — x5, [lxz — x5l [Ix1 — X6, X2 — x6ll, [|x3 — x6]l}
=2
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0.00
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Datenpunkte

Abbildung 65: (Quantitatives) Dendrogramm Dgpimals
aus Beispiel 63.

und wir aktualisieren X zu

X :={{x1,x2,x3,x4,%5,X6}}

Damit terminiert der Algorithmus und wir erhalten das
qualitative Dendrogramm aus Abbildung 63. Als quanti-
tatives Dendrogramm erhalten wir allerdings nicht das in
Abbildung 64 dargestellte, sondern das in Abbildung 65.
Die Distanzwerte zeigen nun an, bei welchem Wert die
Cluster zusammengefiihrt wurden. Da die letzten 3 Clus-
terzusammenfiihrungen alle beim Distanzwert 2 erfolgt
sind, sind diese in Abbildung 65 auch nicht mehr unter-
scheidbar.

Wie man im vorigen Beispiel sieht, liefert das Single-

Link-Clustering relativ ,langgezogene” Cluster und eig-
net sich daher gut fiir entsprechend strukturierte Daten.
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Eine andere Distanzfunktion ist beispielsweise Dayg de-
finiert durch

1
|E11|E2|

lle1 =22l
x1€E1,x€E>

Davg(Elr Ep) =

Die Funktion Dayg misst den durchschnittlichen Abstand
von Datenpunkten in E; zu Datenpunkten in E,. Das
Dendrogramm in Abbildung 64 erhidlt man, wenn man
Algorithmus 4 auf E,pimals mit Dayg austiihrt.

3.2.3 Divisive Analysis Clustering

Wir schauen uns nun mit DIANA (engl. Divise Analysis
Clustering) ein prototypisches divisives Verfahren zum
Clustering an. Hier beginnt man die Konstruktion eines
Dendrogramms an der Wurzel mit einem Cluster, der al-
le Datenpunkte eines gegebenen Datensatzes E enthilt,
und teilt iterativ solche Blattknoten auf, die noch mehr
als einen Datenpunkt enthalten. Algorithmus 5 zeigt den
DIANA-Algorithmus, der ebenso wie die agglomerati-
ve Version eine Distanzfunktion D zur Distanzberech-
nung von Mengen von Datenpunkten benétigt (wie et-
wa Dgingle 0der Dayg). Die tatsdchliche Entscheidung, wie
ein Knoten X mit |X| > 1 in zwei Cluster aufgeteilt wird,
erfolgt wie folgt (Zeilen 4-14). Zunéchst wird der Daten-
punkt £ aus X gesucht, der am weitesten entfernt von
allen anderen Datenpunkten in X ist (Zeile 4). Dann wird
initial X aufgeteilt in einen Cluster X;, der nur £ enthalt,
und einen Cluster X5, der alle iibrigen Datenpunkte aus
X enthélt (Zeilen 5 und 6). AnschliefSend (Zeilen 7-13)
wird der Datenpunkt x € X, gesucht, der von allen Punk-
ten aus X, am ehesten noch zu X; gehoren kann. Ist xf
dariberhinaus auch nidher an Xj als an X, (Zeile 8), so
verschieben wir x' von X, zu X; (Zeilen 10 und 11). Fin-
den wir keinen Datenpunkt x € X, der ndher an X als
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Algorithmus 5 Der DIANA-Algorithmus

Eingabe: Datensatz E, Distanzfunktion D

Ausgabe: Dendrogramm T

DIANA(E,D)

1: T :=leeres Dendrogramm

2: Setze Wurzel von T auf E

3: while Es existiert Blattknoten X von T mit |[X| > 1 do
4: % := argmaxyex D({x}, X'\ {x})
5: X1 :=1{x}

6: X5 = X\ {%}
7.

8

9

while True do
x" = argmaxyex, {D({x}, X5 \ {x}) — D({x}, X1)}
if (D({x"), Xz \ {x*})) - D({x"), X1)) > 0 then

10: X = XU {x)

11: X, =X\ {xT}

12: else

13: break

14: Setze X7 und X, als neue Kinder von X in T
15: return T

am Rest von Xj liegt, so beenden wir die Konstruktion
(Zeile 13) und setzen X7 und X; als neue Kinder von X
im Baum ein.

Beispiel 64. Wir fithren Beispiel 62 fort und fithren Algo-
rithmus 5 schrittweise mit D,y durch (beachten Sie, dass
wir nur die erste Iteration des Algorithmus zur Verdeut-
lichung ausfiihren). Zur Vereinfachung der Darstellung
berechnen wir alle paarweisen Distanzen (bzgl. der eukli-
dischen Metrik) von Datenpunkten aus E,pimals VOr (siehe
Beispiel 63 fiir die Rechnungen), die Ergebnisse sind in
Tabelle 32 zu sehen.

1. Wir erzeugen zundchst die Wurzel X; = {x1,x2,x3,x4,
x5,%6} des Dendrogramms T.
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X1 0| 1 2236|4472 |4.123 | 6.325
X2 0 2 4.123 4 6.083
X3 0 2.236 2 4.123
Xa 0 1 2
X5 0 2.236
X6 0

Tabelle 32: Paarweise Distanzen von Datenpunkten aus
Eanimals; beachten Sie, dass wir wegen |[|x — x'|| = ||x” — x|
nur die erste Variante angeben.

2. Da Xj Blattknoten von T mit |X;| > 1 ist, berechnen
wir zundchst £. Dazu bestimmen wir

Davg({xl}/ {XZ,X3,X4,X5,X6})
_ 1+2.236+4.472+4.123+6.325
B 5

~ 3.631

Davg({x2}/ {x1/x3/x41x51x6})
_1+2+4.123+4+6.083

~ 3.441
5

Davg({x3}/ {X1,XZ,X4,X5,X6})
_2.236+2+2.236+2+4.123
B 5

~2.519

Davg({xa}, {x1,x2,x3,%5,X6})
_4472+4123+2.236+1+2

~ 2.766
5
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Davg({XS}/ {x11x21x31x41x6})
4123 +4+2+1+2.236

~2.672
5

Davg({x6}/ {x11x21x31x41x5})
_ 6.325+6.083+4.123+2+2.236

~4.153
5

Damit ist £ = x¢ und wir setzen Xj := {xg} und X5 :=
{x11x21x31x41x5}'

3. Wir berechnen x™:

D({x1},{x2,x3,x4,x5}) — D({x1}, {x6})
_ 1+2.236+4.472+4.123

4
=2.958 - 6.325 = -3.367

-6.325

D({x2},{x1,x3,x4,%5}) = D({x2}, {x6})

_ 1+2+44'123+4—6.083

=2.781-6.083 = -3.302

D({x3}, {x1,x2,x4,x5}) — D({x3}, {x6})
_ 2.236+2+2236+2 41

4
=2.118-4.123 = -2.005

D({x4}, {x1,x2,x3,x5}) — D({x4}, {x6})
_ 4.472+4.123+2.236+1

4
=2.958-2=0.958

-2
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D({xs},{x1,x2,x3,x4}) — D({x5}, {x6})
_ 4.123+:+2+1 _9236
=2.781-2.236 = 0.545

Damit ist 7 = x4 und da

D({x4},{x1,x2,x3,x5}) — D({x4},{x6}) > 0,

setzen wir X7 := {x4,x¢} und X5 := {x1,x2,x3,x5} und
fahren wir mit der Konstruktion fort.

4. Wir berechnen x™:

D({x1},{x2,x3,x5}) — D({x1}, {x4, X6})
_ 1+2236+4.123 B 4.472 +6.325
B 3 2

~ 2.453-5.399 ~ -2.946
D({xz}/ {xl/x3/x5}) - D({xz}/ {x41x6})
_1+2+4 3 4.123 +6.083

3 2
~ 2.333-5.103 ~ -2.77

D({x3},{x1,x2,x5}) — D({x3}, {x4, x6})
_ 2.236+2+2 2.236+4.123
- 3 B 2

~2.079-3.18 ~ -1.101

D({xs},{x1,x2,x3}) — D({x5}, {x4,x6})
N 4123 +4+2 3 1+2.236

3 2
~3.374-1.618 ~ 1.756

183



Damit ist 7 = x5 und da

D({xs},{x1,x2,x3}) — D({x5}, {x4,x6}) > O,

setzen wir X7 := {x4,x5,x¢} und X5 := {x1,x2,x3} und
fahren wir mit der Konstruktion fort.

5. Wir berechnen x™:
D({xl }/ {x2/x3}) - D({xl }/ {x4/ x51x6})
1+2.236 B 4472 +4.123+6.325

2 3
~1.618-4.973 ~ —3.356

D({x2},{x1,x3}) — D({x2}, {x4, x5, %6})
_ 1+2 B 4.123+4+6.083

2 3
~1.5-4.735 = -3.235

D({xs}, {x1,x2}) = D({x3}, {x4, X5, %6})
_2236+2 2236+2+4.123

2 2
~2.118-2.786 ~ —0.668

Damit ist 7 = x3, aber da
D({x3},{x1,x2}) — D({x3}, {x4,x5,%6}) <0,

wird x' nicht mehr X; hinzufiigt und es bleibt bei
X1 = {x4,%5,x6} und X3 = {x1,x2,x3}.

Die Knoten X = {x4,x5,x¢} und X, = {x1,x2,x3} werden
nun als Kinder von X = {x1,x2,x3,x4, x5, %6} hinzugefiigt
und der Algorithmus wiirde iterativ gesondert mit X;
und X, fortfahren. Aufgrund der langen Berechnungen
fithren wir dieses Verfahren allerdings nicht fort. Das
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finale qualitative Dendrogramm ist identisch mit dem
Dendrogramm in Abbildung 63 und das finale quantita-
tive Dendrogramm ist identisch mit dem Dendrogramm
in Abbildung 64.

Wie das vorherige Beispiel zeigt, ist die Ausfithrung
des DIANA-Algorithms weitaus aufwéndiger als die Be-
rechnung mit einem agglomerativen Clusteringverfah-
ren. In der Praxis werden deshalb nur sehr selten divisive
Verfahren angewendet.
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3.3 Assoziationsregeln

Wie bei anderen Problemen und Verfahren des uniiber-
wachten Lernens, geht es beim Assoziationsregellernen
darum, Strukturen in Daten zu erkennen. Beim Asso-
ziationsregellernen geht es insbesondere darum, hiufig
zusammen auftretende Mengen von Elementen und Assozia-
tionen zwischen Elementen zu finden.

3.3.1 Assoziationsregeln

Die Eingabedaten fiir das Assoziationsregellernen sind
etwas anders strukturiert als bei den bisher betrachteten
Problemen des uniiberwachten und iiberwachten ma-
schinellen Lernens, und ein Datensatz besteht (im ein-
fachsten Fall) aus einer Menge von Transaktionen, die je-
weils aus einer Menge von beliebigen Elementen beste-
hen. Das Standardbeispiel (siehe auch Beispiel 65 unten)
dazu ist eine Menge von Einkdufen in einem Supermarkt:
jeder Einkauf besteht aus der Menge der eingekauften
Artikel. Ein Supermarkt kann daran interessiert sein, aus
solchen erhobenen Daten zu ermitteln, welche Artikel oft
zusammen eingekauft werden und ob das Kaufen eines
gewissen Artikels den Kauf eines anderen Artikels impli-
ziert. Solche Informationen sind aus Marketingperspekti-
ve von hohem Wert und kénnen beispielsweise auch da-
zu genutzt werden, gewisse Artikel in die Ndhe gewisser
anderer Artikel zu positionieren, um Einkaufswege zu
optimieren oder auch den Verkauf zu erhchen.

Sei I eine Menge beliebiger Elemente. Ein Datensatz
F ist dann eine Multimenge F = {t1,...,t,} (die Transaktio-
nen) mit t; CI,i=1,...,m.2 Eine (Assoziations-)Regel hat

23 Beachten Sie, dass F eine Multimenge ist, die gleichen Transaktio-
nen kénnen also mehrfach auftauchen.
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] Nr. \ Milch \ Kase \ Butter \ Brot \ Kaffee \ Zucker \ Mehl ‘
1 1 1 1 0 1 1

1
2
3
4
5
6
7
8
9
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Tabelle 33: Die Datenbasis Fsypermarket aus Beispiel 65.

die Form X = Y mit X, Y C I und wird ,,Wenn X dann auch
Y” gelesen. Hier heifst X auch Primisse und Y Konklusion.

Beispiel 65. Tabelle 33 zeigt den Datensatz Fsypermarket,
der die Einkdufe in einem Supermarkt (an einem be-
stimmten Tag oder einer bestimmten Stunde) darstellt.
Wir haben hier

I supermarket

= {Milch, Kéase, Butter, Brot, Kaffee, Zucker, Mehl}

Die Darstellung der Transaktionen in Tabelle 33 ist so
zu lesen, dass eine 1 bei einem Element angibt, dass das
Element in der entsprechenden Transaktion enthalten ist,
und eine 0 bedeutet, dass das Element nicht vorhanden
ist. Wir haben also

Fsupermarket = {tlr ceey tl()}

und beispielsweise

t3 = {Milch, Butter, Kaffee, Zucker, Mehl}
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Eine in Fgypermarket allgemeingiiltige Regel ist beispiels-
weise {Brot} = {Kése}, also ,Wenn Brot gekauft wurde,
dann wurde auch Kése eingekauft”: wie man leicht in
Tabelle 33 nachvollziehen kann, gilt, dass bei allen Trans-
aktionen, bei denen Brot enthalten ist, auch Kése enthal-
ten ist.

Das Ziel des Assoziationsregellernens ist es, Regeln
wie {Brot} = {Kéase} aus dem obigen Beispiel automatisch
aus dem Datensatz zu extrahieren. Ublicherweise sind
wir allerdings nicht nur an solchen allgemeingiiltigen
Regeln interessiert (also Regeln, die bei jeder einzelnen
Transaktion erfiillt sind). Solche Regeln sind in der Pra-
xis auch nicht zu erwarten. Vielmehr sind wir an Regeln
interessiert, die hiufig auftreten. Um diesen Aspekt zu
formalisieren, gibt es eine Reihe von Evaluationsmetri-
ken fiir Regeln. Die wichtigsten sind der Support und die
Konfidenz (engl. confidence).

Definition 25. Seien X, Y C I. Der Support support (X) von
X in F ist definiert durch

{te F| X Ct}f

supportp(X) = 1

Der Support supporty(X = Y) einer Regel X = Y in F ist
definiert durch

supportp(X = Y) = support (X UY)

Die Konfidenz confr(X = Y) einer Regel X = Y in F ist
definiert durch

support (X UY)
supportp(X)

confp(X=7Y)=

Der Support supportp(X) einer Menge X ist also der
Anteil der Transaktionen, bei denen X eine Teilmenge ist,
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zu der Zahl aller Transaktionen. Weiterhin ist der Sup-
port supporty(X = Y) einer Regel X = Y der Anteil der
Transaktionen, bei denen die Regel angewendet werden
kann, zu der Zahl aller Transaktionen. Schlief3lich ist die
Konfidenz confp(X = Y) der Anteil der Transaktionen,
bei denen die Regel angewendet werden kann, zu der
Zahl der Transaktionen, bei denen die Pramisse der Re-
gel vorhanden ist. Im Allgemeinen gibt der Support einen
Hinweis darauf, wie oft eine Regel angewendet werden
kann, wihrend die Konfidenz angibt, wie gut die Regel
den Zusammenhang zwischen Pramisse und Konklusion

abbildet.

Beispiel 66. Wir fahren mit Beispiel 65 fort. Hier gilt bei-
spielsweise

Supp OrtF supermarket({zuCker’ Mehl}) = 15_0

({Zucker, Mehl, Butter]) = —

Supporthupermarket 10
4
supportl:supermarket({BrOt}) - E
o 4
supporthupermarket({Brot, Kase}) = 0
und
supporthupermarket({Zucker, Mehl} = {Butter})
_4
10
coansupermarket({Zucker, Mehl} = {Butter})
support Fospermarket ({Zucker, Mehl, Butter})
= support Fupermarket ({Zucker, Mehl})
_ 4
5
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supporty ({Brot} = {Kése})

_4
10

supermarket

({Brot} = {Kase})
({Brot, Kase})
({Brot})

confr

supportp

supermarket

supermarket

supportr

supermarket

=1

Beachten Sie, dass die Werte von support, und conf
stets zwischen 0 und 1 liegen. Beim Assoziationsregel-
lernen ist es das Ziel, Regeln mit moglichst hohem Sup-
port und hoher Konfidenz zu lernen. Da die Kombinati-
onsmoglichkeiten von Elementen aus I zur Bildung einer
Regel sehr hoch sind, muss man bei der Suche nach die-
sen Regeln etwas geschickter vorgehen. Im Folgenden
schauen wir uns mit dem Apriori-Algorithmus und dem
FP-Growth-Algorithmus zwei Algorithmen zum Asso-
ziationsregellernen an.

3.3.2 Der Apriori-Algorithmus

Der Apriori-Algorithmus ist der klassische Algorithmus
zum Lernen von Assoziationsregeln aus Daten. Neben
dem eigentlichen Datensatz bekommt der Algorithmus
noch zwei Parameter. Der Parameter minsupp € [0,1] (mi-
nimal support) gibt an, welchen Wert support (X = Y) eine
gelernte Regel X = Y mindestens haben muss, wahrend
der Parameter minconf € [0, 1] (minimal confidence) angibt,
welchen minimalen Wert conf (X = Y) haben muss. Die
Ausgabe des Algorithmus besteht dann aus allen Regeln,
die diese beiden Bedingungen erfiillen. Durch Variation
von minsupp und minconf kann die Anzahl gelernter Re-
geln gesteuert werden.
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Der Apriori-Algorithmus verfahrt in zwei Schritten.
In einem ersten Schritt werden zunéchst alle Mengen
Z C I bestimmt, die support (Z) > minsupp erfiillen. Not-
wendigerweise muss dann fiir alle Regeln X = Y mit
support (X =Y) > minsupp gelten, dass XUY = Z fiir solch
ein Z gilt. Im zweiten Schritt werden dann solche Re-
geln X = Y aus den Z bestimmt, fiir die conf(X = Y) >
minconf.

Schauen wir uns zundchst den ersten Schritt des Apri-
ori-Algorithmus an, die Bestimmung der hiufigen Mengen
(engl. frequent item sets), d.h., derjenigen Mengen X, fiir
die support (X) > minsupp gilt. Um eine stumpfe Auflis-
tung aller Teilmengen und Uberpriifung des Supports zu
vermeiden, benutzt der Apriori-Algorithmus die folgen-
de Einsicht.

Proposition 1. Sei X C .

o Wenn supportp(X) > minsupp, dann gilt fiir jedes X’ C
X auch supportp(X’) > minsupp.

o Wenn supportp(X) < minsupp, dann gilt fiir jedes X’ 2
X auch supportp(X") < minsupp.

Mit anderen Worten, Teilmengen héufiger Mengen
sind hdufig und Obermengen nicht-hdufiger Mengen sind
nicht-hdufig.

Der Apriori-Algorithmus berechnet die hdufigen Men-
gen iterativ mit wachsender Kardinalitdt. Zunachst wer-
den alle ein-elementigen Mengen betrachtet und deren
Support berechnet. Nur diejenigen Mengen werden wei-
ter berticksichtigt, deren Support gréfier oder gleich min-
supp ist. Aus diesen Mengen werden dann Kandidaten
fiir hdufige zwei-elementige Mengen gebildet, indem je
zwei verschiedene ein-elementige Mengen vereinigt wer-
den (jede hdufige zwei-elementige Menge muss wegen
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Proposition 1 von dieser Form sein). Anschlieflend wer-
den alle zwei-elementigen Mengen aussortiert, deren Sup-
port nicht grofier oder gleich minsupp ist. Aus den hau-
figen zwei-elementigen Mengen werden dann Kandida-
ten fiir hdufige drei-elementige Mengen gebildet, indem
Paare von zwei-elementigen Mengen vereinigt werden,
die genau ein Element gemeinsam haben. Entsteht da-
bei allerdings eine drei-elementige Menge, bei der nicht
alle zwei-elementigen Teilmengen haufig sind, kann die-
se auch direkt aussortiert werden. Dann werden wie-
der alle drei-elementigen Mengen aussortiert, deren Sup-
port nicht grofier oder gleich minsupp ist. Der Algorith-
mus fahrt entsprechend mit der Berechnung h&ufiger
vier-elementiger Mengen fort bis keine weiteren hdufigen
Mengen gefunden werden.

Algorithmus 6 formalisiert den obigen Ansatz zur
Losung des ersten Schrittes des Apriori-Algorithmus, der
Berechnung haufiger Mengen Freqltems. Zeilen 14 be-
rechnen alle hdufigen ein-elementigen Mengen. Zeilen
6—11 berechnen iterativ alle hdufigen i-elementigen Men-
gen. Dazu werden in Zeile 8 alle Paare (i —1)-elementiger
Mengen betrachten und in Zeilen 9 und 10 solche Kandi-
daten aussortiert, die nicht hdufig sind.

Nach der Berechnung aller hdaufigen Mengen werden
im zweiten Schritt des Apriori-Algorithmus alle Regeln
X = Y berechnet, so dass XU Y haufig ist und conf (X =
Y) > minconf gilt. Dazu macht sich der Apriori-Algorith-
mus die folgende Eigenschaft zunutze.

Proposition 2. Seien X,Y,Y' CImit Y’ CY C X. Dann gilt
confr(X\Y') = Y") > confp(X\Y) =)

Mit anderen Worten, die Konfidenz einer Regel X = Y
kann nicht geringer werden, wenn wir ein Element von Y
nach X verschieben, d. h., die Pramisse der Regel weiter
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Algorithmus 6 Algorithmus Freqltems zur Berechnung
hadufiger Mengen.

Eingabe:  Datensatz F, minsupp € [0,1]
Ausgabe: Menge K aller Mengen X C I mit
supportp(X) > minsupp

Freqltems(F,minsupp)

1. K1 =0

2: forxeldo

3: if supportp({x}) > minsupp then

4. Ki =Ky U{{x}}

5:1=2

6: while K;_1 # 0 do

7 K;:= 1]

8: for X1, X, € K;_1 mit | X7 UX5| =i do

9: if es existiert kein X’ C X7 U X, mit |X'|=i—1

und X’ ¢ K;_1 then

10: if support(X1 U Xp) > minsupp then
11: K;:=K;U{X;UX>5}

12: i:=i+1
13: return K; U...UK;_q

spezialisieren. Diese Einsicht konnen wir nutzen, indem
wir zunéchst alle Regeln mit ein-elementiger Konklusion
betrachten, die wir aus einer hdufigen Menge X erzeugen
konnen. Dann werden wie beim Algorithmus Freqltems
(siehe Algorithmus 6) grofiere Kandidaten fiir Konklu-
sionen generiert und die Regeln entsprechend auf ihre
Konfidenz getestet.

Der vollstandige Apriori-Algorithmus ist in Algorith-
mus 7 dargestellt.

Beispiel 67. Wir fahren mit Beispiel 66 fort und betrach-
ten minsupp = 0.4 und minconf = 0.9. Wir fithren den Apri-
ori-Algorithmus schrittweise aus.
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Algorithmus 7 Der Apriori-Algorithmus

Eingabe:  Datensatz F, minsupp, minconf € [0,1]

Ausgabe: Menge R aller Regeln X = Y mit
support (X = Y) > minsupp und
confp(X = Y) > minconf

Apriori(F,minsupp, minconf)

1: K = Freqltems(F, minsupp)

2: Rp:=0
3: for X e K do
4: Ri:=0
5. forxeXdo
6: if confp(X\ {x} = {x}) > minconf then
7: Rq:=R1U{X\{x} = {x}}
8: i=2
9: whileR;_1 #0 do
10: R;:=0
11: for X1 = Y1, X => Y€ R,y mit|[Y1UY,| =ido
12: if es existiert kein Y/ C YUY, mit |Y/|=i—-1
und X\ Y’ = Y’ ¢ R;_; then
13: if confp(X1 N Xy = Y1 UY?) > minconf then
14: R =R;u{XiNX; =YUY5}
15: 1:=1i+1
16: R:=RURjU...UR;_1
17: return R

1. Wir berechnen zunichst die hdufigen ein-elemen-
tigen Mengen von Fgypermarket und erhalten

({Milch}) =

({Kése}) =
}
}

Sl/lp p OrtF supermarket
supporty

supportr

supermarket

({Butter}) =

supermarket

support ({Brot}) =

supermarket
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supporthupermarket({Kaffee}) =0.5
supporthupermarket({Zucker}) =0.6
supporthupermarket({Mehl}) =0.6

Alle ein-elementigen Mengen sind hdufig bzgl. min-
supp und damit folgt

K; = {{Milch}, {Kase}, {Butter}, {Brot}, {Kaffee},
{Zucker},{Mehl}}

2. Wirberechnen die hdufigen zwei-elementigen Men-
gen. Dazu kombinieren wir alle Paare von ein-ele-
mentigen Mengen aus K; und erhalten

SUPPOTEE - ek ({Milch, Kédse}) = 0.4
Supporthupermarket({Milch, Butter}) = 0.6
supportp . (tMilch,Brot}) = 0.3
Suppo1’t‘Fsupermarket ({Milch, Kaffee}) = 0.4
supporthupermarket({Milch, Zucker}) =0.5
S”PPOT’thupermarket({Milch, Mehl}) = 0.5
Supportlrsupermarket ({Ké&se, Butter}) = 0.4
Supporthupermarket({Kéise, Brot}) =0.4
SUpPOTty 1 (1Kdse Kaffee}) = 0.3
Supporthupermarket({Kéise, Zucker}) =0.5
SUPPOTEE e {KdSE, Mehl}) = 0.4
S“PPOﬁFSHpermarket({Butter, Brot}) = 0.3
supportlcsupmarket ({Butter, Kaffee}) = 0.4
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196

({Butter, Zucker
({Butter, Mehl
({Brot, Kaffee

supportr

supermarket

support

supermarket

supportr

supportr

supermarket

}

}

}

({Brot, Zucker}
upermarket ({Brot, Mehl}
}

}

}

supermarket

support
({Kaffee, Zucker
({Kaffee, Mehl
({Zucker,Mehl

supportr

supermarket

supportr

support

supermarket

)
)
)
)
)
)
)
)

supermarket

K> = {{Milch, Kise}, {Milch, Butter},

=05
0.4
0.3
0.4
0.4
0.4
0.4
0.5

Beachten Sie, dass fiir alle zwei-elementigen Men-
gen oben die Bedingung von Zeile 9 aus Algorith-
mus 6 stets erfiillt ist. Wir sortieren noch die Mengen
mit Support kleiner 0.4 aus und erhalten

Milch, Kaffee}, {Milch, Zucker}, {Milch, Mehl},
Kise, Butter}, {Kéase, Brot}, {Kdse, Zucker},

Butter, Mehl}, {Brot, Zucker}, {Brot, Mehl},

{
{
{Kase,Mehl}, {Butter, Kaffee}, {Butter, Zucker},
{
{

Kaffee, Zucker}, {Kaffee, Mehl}, {Zucker, Mehl}}

. Wir berechnen die hidufigen drei-elementigen Men-
gen. Dazu vereinigen wir je zwei zwei-elementige
Mengen, die eine drei-elementige Menge erzeugen
(d.h., wir vereinigen beispielsweise die Mengen
{Milch,Kase} und {Butter, Kaffee} nicht). Wir erhal-
ten zundchst die folgenden Kandidaten:

{Milch, Kise, Butter}, {Milch, Kise, Brot},
{Milch, Kase, Zucker}, {Milch, Kdse, Mehl},



{Milch, Butter, Kaffee}, {Milch, Butter, Zucker},
{Milch, Butter, Mehl}, {Milch, Kaffee, Zucker},
{Milch, Kaffee, Mehl}, {Milch, Zucker, Mehl},
{Kase, Butter, Kaffee}, {Kase, Butter, Zucker},
{Kéase, Butter, Mehl}, {Kase, Brot, Zucker},

{Kase, Brot, Mehl}, {K&se, Zucker, Mehl},

{Butter, Kaffee, Mehl}, {Butter, Zucker, Mehl},
{Brot, Zucker, Mehl}, {Kaffee, Zucker, Mehl},
{Milch, Kise, Kaffee}, {Kdse, Butter, Brot},

{Kase, Zucker, Kaffee}, {Butter, Kaffee, Zucker},
{Butter, Zucker, Brot}, {Butter, Zucker, Kaffee},
{Butter, Mehl, Brot}, {Brot, Zucker, Kaffee},

{Brot, Kaffee, Mehl}

Nicht alle obigen Mengen erfiillen die Bedingung
von Zeile 9 aus Algorithmus 6, beispielsweise gilt
tiir die Menge {Milch, Kéase, Brot}, dass die Teilmen-

ge {Milch, Brot} nicht in K, enthalten ist. Fiir die
tibrigen Mengen berechnen wir

supportp ({Milch, Kéase, Butter

supermarket

({Milch, Kase, Zucker
({Milch, Kdse, Mehl

supportr

supermarket

D=03
=04
SUPPOTEE, prmmarker =03
Supporistupermrket ({Milch, Butter, Kaffee}) = 0.3
({Milch, Butter, Zucker}) = 0.4
=03
=03
=03
=04

supportr

supportr

supermarket

({Milch, Butter, Mehl
({Milch, Kaffee, Zucker

supermarket

support

supermarket

({Milch, Kaffee, Mehl
({Milch, Zucker, Mehl

supportr

supermarket

supportr

supermarket
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SUPPOTEE - ek ({K&se, Butter, Zucker}) = 0.4
support Fupermarket ({Ké&se, Butter, Mehl}) = 0.3
Su]z)porthulmmrket ({Kéase, Brot, Zucker}) = 0.4

supportpsupermarket({Kéise, Brot,Mehl}) = 0.4
support Fupermarket ({Kése, Zucker,Mehl}) = 0.4
SUPPOTEE - ovarker ({Butter, Kaffee, Mehl}) = 0.3
support Foupermarket ({Butter, Zucker, Mehl}) = 0.4
support Fgupermarket ({Butter, Zucker, Kaffee}) = 0.3
support Fupermarket ({Brot, Zucker,Mehl}) = 0.4
supportpsupermarket({Kaffee, Zucker,Mehl}) =0.4
und damit

K3 = {{Milch, Kise, Zucker}, {Milch, Butter, Zucker},
{Milch, Zucker, Mehl}, {Kase, Butter, Zucker},
{K&se, Brot, Zucker}, {Kase, Brot, Mehl},

{Kase, Zucker, Mehl}, {Butter, Zucker, Mehl},
{Brot, Zucker,Mehl}, {Kaffee, Zucker, Mehl}}

4. Wir berechnen die hadufigen vier-elementigen Men-
gen. Dazu vereinigen wir je zwei drei-elementige
Mengen, die eine vier-elementige Menge erzeugen
(d.h., wir vereinigen beispielsweise die Mengen
{Milch, Kase, Zucker} und {Kaffee, Zucker, Mehl} nicht).
Wir erhalten zunéchst die folgenden Kandidaten:

{Milch, Kise, Zucker, Mehl},
{Milch, Kase, Zucker, Butter},
{Milch, Butter, Zucker, Mehl},
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{Milch, Kise, Zucker, Brot},
{Milch, Zucker, Mehl, Brot},
{Kase, Butter, Zucker, Mehl},
{Milch, Zucker, Mehl, Kaffee},
{Butter, Zucker, Mehl, Kaffee},
{Brot, Kaffee, Zucker, Mehl},
{Kase, Butter, Zucker, Brot},
{K&se, Brot, Mehl, Zucker},
{Kase, Zucker, Mehl, Kaffee},
{Butter, Zucker, Mehl, Brot}

Von den obigen Mengen erfiillt nur
{Kase, Brot, Mehl, Zucker}

die Bedingung von Zeile 9 aus Algorithmus 6 und
wir erhalten

supporty ({Kése, Brot, Mehl, Zucker}) = 0.4

supermarket

und damit

Ky = {{Ké&se, Brot, Mehl, Zucker}}

. Da K4 nur ein Element hat, ist K5 = 0 (wir konnen
keine zwei Elemente aus Ky vereinigen) und damit
ist die Bestimmung der hdufigsten Mengen abge-
schlossen. Die Menge K aller hdufigsten Mengen ist
damit

K=KiUKyUK3UK}y
= {{Milch}, {Kése}, {Butter}, {Brot}, {Kaffee},
{Zucker},{Mehl}, {Milch, Kise},
{Milch, Butter}, {Milch, Kaffee},
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{Milch, Zucker}, {Milch, Mehl},
{Kase, Butter}, {Kéase, Brot},
{Kase, Zucker}, {Kase, Mehl},
{Butter, Kaffee}, {Butter, Zucker},
{Butter, Mehl}, {Brot, Zucker},
{Brot, Mehl}, {Kaffee, Zucker},
{Kaffee, Mehl}, {Zucker, Mehl},
{Milch,Kase, Zucker},
{Milch, Butter, Zucker},
{Milch, Zucker, Mehl},
{Kase, Butter, Zucker},
{Kase, Brot, Zucker},
{Kéase, Brot, Mehl},

{Kase, Zucker,Mehl},
{Butter, Zucker, Mehl},
{Brot, Zucker, Mehl},
{Kaffee, Zucker, Mehl},
{Kase, Brot, Mehl, Zucker}}

6. Fiir den zweiten Schritt des Apriori-Algorithmus
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betrachten wir exemplarisch nur die Menge X =
{Kase, Brot, Mehl, Zucker}. Wir berechnen zunachst
die Konfidenz aller Regeln mit einer ein-elementigen
Konklusion, die man aus X bilden kann:
({Brot,Mehl, Zucker} = {Kése})
({Brot,Mehl, Zucker, Kise})

({Brot,Mehl, Zucker})

confr

supportr

supermarket

supermarket

supportp

supermarket



({Kase,Mehl, Zucker} = {Brot})
({Brot,Mehl, Zucker, Kise})
({K&se, Mehl, Zucker})

confr

supportr

supermarket

supermarket

supportr

supermarket

({Kése, Brot, Zucker} = {Mehl})
({Brot,Mehl, Zucker, Kése})
({Brot, Kéase, Zucker})

con
f F supermarket

supportr

supermarket

supportr

supermarket

({Kése, Brot, Mehl} = {Zucker})
({Brot,Mehl, Zucker, Kise})
({Brot,Mehl, Kase})

confr

supportr

supermarket

supermarket

supportr

supermarket

Fiir alle vier Regeln ist die Konfidenz grofier oder
gleich minconf = 0.9, also gilt

R1 = {({Brot,Mehl, Zucker} = {Kése},
{Kadse,Mehl, Zucker} = {Brot},
{Kase, Brot, Zucker} = {Mehl},
{Kase, Brot, Mehl} = {Zucker}}

7. Wir bestimmen Regeln aus R; mit zwei-elementiger
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Konklusion und bestimmen die Konfidenz:
confr ({Brot,Mehl} = {Kase, Zucker})
supporty ({Brot,Mehl, Zucker, Kise})

({Brot, Mehl})

supermarket

supermarket

supportr

supermarket

({Brot,Kase} = {Mehl, Zucker})
({Brot,Mehl, Zucker, Kise})
({Brot, Kase})

confr

supportr

supermarket

supermarket

supportr

supermarket

({Brot, Zucker} = {Ké&se, Mehl})
({Brot,Mehl, Zucker, Kise})
({Brot, Zucker})

COﬂf 3 supermarket

supportp

supermarket

supportr

supermarket

({Zucker,Mehl} = {Kise, Brot})
({Brot,Mehl, Zucker, Kése})
({Zucker,Mehl})

con
f F supermarket

supportr

supermarket

supportr

supermarket

0.4
=—=0.38
0.5

({Zucker,Kéase} = {Mehl, Brot})
({Brot, Mehl, Zucker, Kése})
({Zucker, Kise})

confr

supportr

supermarket

supermarket

Sup p OrtP supermarket
0.4
=—=028
0.5
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confr ({Kase,Mehl} = {Zucker, Brot})

supermarket

support‘Fsupermrket ({Brot,Mehl, Zucker, Kise})
= supporthupermarket({Mehl, Kése})
0.4
= — = ]_
0.4
Es folgt

R> = {{Brot,Mehl} = {Kise, Zucker},
{Brot,Kise} = {Mehl, Zucker},
{Brot, Zucker} = {Kase, Mehl},
{Kdse, Mehl} = {Zucker, Brot}}

. Wir bestimmen Regeln aus R, mit drei-elementiger
Konklusion. Die Kandidaten dazu sind:

{Brot} = {Kiase, Zucker, Mehl}
{K&se} = {Brot, Zucker, Mehl}
{Mehl} = {Kise, Zucker, Brot}

Nur die erste Regel oben erfiillt die Bedingung in
Zeile 11 von Algorithmus 7. Wir berechnen ihren
Konfidenz:

({Brot} = {Ké&se, Zucker, Mehl)
({Brot,Mehl, Zucker, Kise})
({Brot})

Conf F supermarket

supportp

supermarket

supportr

supermarket
04
S04

Es folgt

1

R3 = {{Brot} = {Kise, Zucker, Mehl}}
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9. Da Rj3 nur ein Element hat, ist R4 = ) und damit ist
die Bestimmung der Regeln fiir X abgeschlossen.

Eine weiterfithrende Ausfiihrung des Algorithmus findet
insgesamt 29 Assoziationsregeln fiir minsupp = 0.4 und
minconf = 0.9.

3.3.3 Der FP-Growth-Algorithmus

Wie in Beispiel 66 zu sehen war, generiert der Apriori-
Algorithmus eine relativ grofie Menge an Kandidaten fiir
haufige Mengen. Obwohl im Durchschnitt diese Anzahl
immer noch signifikant geringer ist als die Menge aller
moglichen Teilmengen, die ein naiver Algorithmus be-
trachten wiirde (beachten Sie, dass bei 7 Elementen die
Anzahl aller Teilmengen 27 = 128 ist), so ist sowohl die
Anzahl der Kandidaten als auch der Aufwand, den man
betreiben muss, um fiir alle diese Mengen den Support zu
berechnen, recht hoch. Der FP-Growth-Algorithmus (FP
steht hier fiir frequent pattern, d.h., ,haufige Mengen”)
ist eine Weiterentwicklung des Apriori-Algorithmus, der
im Durchschnitt signifikant weniger Kandidaten bertick-
sichtigt und deshalb signifikant schneller als der Apriori-
Algorithmus ist. Im Folgenden schauen wir uns nur das
Teilproblem der Extraktion hdufiger Mengen an (das beim
Apriori-Algorithmus durch den Algorithmus Freqltems,
siehe Algorithmus 6, gelost wird). Beachten Sie, dass die
Bestimmung von Assoziationsregeln aus den haufigen
Mengen analog zur Extraktion der hdufigen Mengen funk-
tioniert. Der folgende Algorithmus kann damit in dhn-
licher Weise auch dazu verwendet werden.
Sei ein Datensatz F = {t,...,t,;} tiber den Elementen

I und minsupp € [0,1] gegeben. Wir mochten wieder die
hiufigen Mengen aus I bestimmen, d. h., solche X C I mit
supportp(X) > minsupp. Im Folgenden ist es hilfreich neben
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dem relativen minimalen Support minsupp auch den ab-
soluten minimalen Support minsupp,, . zu betrachten. Fiir
einen konkreten Datensatz F ist der absolute minimale
Support definiert durch minsupp,, . = [minsupp*|F|], also
die Anzahl an Transaktionen von F, bei denen eine Menge
M enthalten sein muss, um als hdufig zu gelten.

Der FP-Growth-Algorithmus geht zur Berechnung der
hadufigen Mengen in zwei Schritten vor. In einem ersten
Schritt wird der Datensatz F zunéchst in eine besonde-
re Datenstruktur, den sogenannten FP-Baum, Tr, gele-
sen. Der FP-Baum enthilt alle fiir das Extrahieren von
haufigen Mengen relevanten Informationen aus F, ist al-
lerdings in der Regel weitaus kompakter. In einem zwei-
ten Schritt werden aus Tr die hdufigen Mengen extra-
hiert, was aufgrund der intelligenten Struktur von Tr mit
weniger Mehraufwand verbunden ist als beim Apriori-
Algorithmus. Die generelle Struktur des FP-Baums ist
wie folgt gegeben.

Definition 26. Sei I eine Menge von Elementen. Ein FP-
Baumknoten N zu I ist eine Datenstruktur N = (x, f,p) mit

1. xel,

2. feN,

3. pist ein FP-Baumknoten (der Elternknoten von N).
Ein FP-Baum T zu I ist eine Datenstruktur T = (N, V) mit

1. Npistein FP-Baumknoten mit Ny = (null,0,null) (die
Wurzel des Baumes)

2. V ist eine Menge von FP-Baumknoten, so dass fiir
alle N € V mit N = (x, f,p) gilt: p € VU {Np}. Dabei
gibt p den Elternknoten von N an. Jeder Knoten N €
V verfiigt tiber einen eindeutigen Pfad zur Wurzel
tiber seinen Elternknoten.
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Ein FP-Baum Tr wird zu einem Datensatz F so aufge-
baut, dass die Knoten in Tr (bis auf die Wurzel) diejenigen
Elemente x € I enthalten, so dass {x} hdufig in F ist (wobei
solch ein x auch o6fters in Tr vorkommen kann). Fiir einen
Knoten N = (x, f,p) ist x das jeweilige Element, f die abso-
lute Zahl von Vorkommen von x (bzgl. des Teilpfades bis
N) und p verweist auf den Elternknoten. Jeder Pfad von
der Wurzel bis zu einem Blatt repréasentiert dabei eine
Menge von Elementen, die schon als hédufig in F erkannt
wurde. Die genaue Interpretation eines FP-Baumes Tr
wird klar, wenn wir uns den Algorithmus zur Konstruk-
tion von Tr genauer anschauen.

Um aus einem Datensatz F einen FP-Baum Tr zu kon-
struieren, bestimmen wir in einem ersten Schritt zunichst
alle hdufigen ein-elementigen Mengen {x} mit x € I. Sei
If = (x1,...,x;) eine geordnete Liste dieser Elemente, so-
dass supportp({x;}) > supportr({x;}) gdw. i < j gilt (die Ele-
mente in I¢ sind also absteigend nach Support geord-
net; bei gleichem Support-Wert zweier Elemente wird die
Ordnung beliebig aber fix definiert). Fiir jede Transaktion
teFseinunty= (xt1,...,%t4,) dienach I [ geordnete Liste
der hdufigen Elemente in ¢.

Beispiel 68. Wir betrachten wieder Fsypermarket = {1, -+,
t10} aus Beispiel 65, siehe auch Tabelle 33, und nehmen
wieder minsupp = 0.4 an, d. h., minsupp , . = 4. Wir bestim-
men zunédchst den Support aller ein-elementigen Mengen
(siehe auch Beispiel 66):

supportpsupermarket({Milch}) =0.8
supporthupermarket({Kéise}) =0.5
supporthupermarket({Butter}) =0.7
supporthupermarket({Brot}) =04
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supporthupermarket({Kaffee}) =0.5
supporthupermarket({Zucker}) =0.6
supportp ({Mehl}) = 0.6

supermarket

Damit sind alle ein-elementigen Mengen hdufig. Auf-
grund der Support-Werte definieren wir die Ordnung

I = (Milch, Butter, Zucker, Mehl, Kaffee, Kédse, Brot)
Damit gilt fiir die Transaktionen aus Tabelle 33:

t} = (Milch, Butter, Zucker, Mehl, Kése, Brot)

t} = (Butter, Zucker, Mehl, Kaffee, Kase, Brot)

t; = (Milch, Butter, Zucker, Mehl, Kaffee)

t;% = (Milch, Butter)

tj-’f = (Milch, Butter, Kaffee)

tjé = (Milch, Mehl)

t; = (Milch, Butter, Zucker, Mehl, Kaffee, Kase, Brot)
;=0

t? = (Milch, Zucker, Mehl, Kaffee, Kase, Brot)

tjl,o = (Milch, Zucker, Mehl, Kaffee, Kase, Brot)

Die geordneten Listen der hdufigen Elemente werden
nun iterativ in einen initial leeren (d. h., nur aus der Wur-
zel Ny bestehenden) FP-Baum T = (N, V) eingefiigt. Fiir
ein f¢ = (x1,...,X) wird dabei zunéchst tiberpriift, ob fiir
ein Kind N = (x, f,p) der Wurzel x = x; gilt. Im negativen
Fall, wird ein neuer Knoten N = (x1,1,Ny) erstellt und V
hinzugefiigt. Sei nun also N = (x, f,p) das Kind der Wur-
zel mit x = x1. Dann wird der Wert f von N um 1 erhoht
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Algorithmus 8 Der Algorithmus FPTree zur Konstrukti-
on eines FP-Baumes

Eingabe:  Datensatz F, minsupp,, . € N

Ausgabe: FP-Baum fiir F

FPTree(F,minsupp,,.)

1: T:=(Nop,V)

2: No := (null,0,null)

3: V=0

4: Bestimme I (eine geordnete Liste hdufiger Elemente)

5. fort € F do

6: S:=tf=(x1,...,xk)
7 N :=Nj
8: while S # () do
9: if N hat kein Kind N’ fiir x; then
10: Sei N’ = (x1,0,N) neuer Knoten
11: V.=VU{N’}
12: Sei N” = (x1, f,N)
13: f=f+1
14: N:=N’
15: S:=(x2,...,X¢)
16: return T

und die Prozedur wird rekursiv am Knoten N fiir die
verkiirzte Sequenz (x»,...,xx) fortgefiithrt. Algorithmus 8
formalisiert diese Idee.

Beispiel 69. Wir fithren Beispiel 68 fort, wo wir bereits die
Ordnung I erstellt haben. Wir fiigen nun die ersten drei
Transaktionen der Reihe nach in einen leeren FP-Baum
(siehe Abbildung 66a) ein:

1. Fiir die erste Transaktion gilt

t} = (Milch, Butter, Zucker, Mehl, Kéase, Brot)
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() (b)
[nuito]

| Milch:1 | | Butter:1 |
[ [

|Butter:1 | | Zucker:1 |
[ [

| Zucker:1 | | Mehl:1 |
[ [

| Mehl:1 | | Kaffee:1 |
[ [ [
[Kase:1|  [Kase:1] [Kase:1| |[Kaffee:1| [Kése:l]
[ [
| Brot:1 | | Brot:1 |
(c) (d)

Abbildung 66: Die ersten vier Schritte in der Konstruk-
tion des FP-Baumes aus Beispiel 69; jeder Knoten zeigt
das Element und die Frequenz (f) durch Doppelpunkt
getrennt an.

Da die Wurzel von Tr keinerlei Kinder besitzt, er-
zeugen wir zundchst ein neues Kind fiir ,Milch”.
Wir fahren fort, indem wir beim gerade erstellten
Knoten den Rest (Butter, Zucker, Mehl, Kése, Brot)
der Sequenz einftigen. Wir erhalten den Baum, der
in Abbildung 66b dargestellt ist.
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2. Fiir die zweite Transaktion gilt
tjzf = (Butter, Zucker, Mehl, Kaffee, Kise, Brot)

Da die Wurzel von Tr kein Kind fiir ,, Butter” besitzt,
erzeugen wir zundchst ein neues Kind fiir ,But-
ter”, fligen es entsprechend ein und fahren mit der
Einfiigung fort. Wir erhalten den Baum, der in Ab-
bildung 66¢ dargestellt ist.

3. Fiir die dritte Transaktion gilt

t}3c = (Milch, Butter, Zucker, Mehl, Kaffee)

Fiir die ersten drei Elemente von 2 kénnen wir

einen bereits existierenden Pfad in Tr abschreiten,
dabei wird nur stets die Frequenz des Knotens (Kom-
ponente f) erhoht. Nach dem Knoten Mehl:2 fligen
wir dann noch einen neuen Knoten fiir , Kaffee” ein.
Wir erhalten den Baum, der in Abbildung 66d dar-
gestellt ist.

Der fertige FP-Baum nach Einfiigung aller 10 Transaktio-
nen ist in Abbildung 67 dargestellt.

Einnach Algorithmus 8 konstruierter FP-Baum enthalt
kompakt alle Information tiber das Auftreten haufiger
Elemente und mit welchen anderen hiufigeren Elemen-
ten diese haufig auftreten. Diese Information ist in den
Pfaden von den jeweiligen Elementen bis zur Wurzel ent-
halten. Schauen wir uns den FP-Baum in Abbildung 67
noch einmal an und betrachten das Element ,Mehl”. Ins-
gesamt gibt es vier Knoten in dem Baum fiir das Element
~,Mehl” und die zugehorigen Pfade (ohne die Wurzel)
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sind

P1 = (Mehl : 1,Milch : 8)

P> = (Mehl : 1,Zucker : 1,Milch : 8)

P3 = (Mehl : 3, Zucker : 4, Butter : 6, Milch : 8)
P4 = (Mehl:1,Zucker: 1,Butter: 1)

Aus diesen Pfaden kann man ablesen, dass ,Mehl” 1-mal
in Kombination mit ,,Milch” auftaucht (beachten Sie, dass
tiir diese Beobachtung nur die Frequenz des betrachteten
Elements von Relevanz ist, nicht die Frequenz der an-
deren Knoten), 1-mal mit , Zucker” und ,Milch”, 3-mal
mit ,,.Zucker”, ,Butter” und ,Milch” und 1-mal mit ,,Zu-
cker” und ,Butter”. Betrachten wir nun den folgenden
Datensatz F’ :
supermarket
P;upermarket = {{Milch},
{Zucker,Milch},
{Zucker, Butter, Milch},
{Zucker, Butter, Milch},
{Zucker, Butter, Milch},
{Zucker, Butter}}

’
supermarket

Informationen zu haufigen Elementen, die mit ,Mehl”
zusammen vorkommen und vor ,Mehl” in | ¥ einsortiert
sind. Insbesondere gilt:

M C {Milch, Butter, Zucker, Mehl} ist eine hdufige
Menge in Fsypermarket mit ,Mehl”e M (bzgl.
minsupp,,,) gdw. M\ {Mehl} eine hdufige Men-
gein F’ ist (bzgl. minsupp,, ().

supermarket

enthélt genau die in Fgypermarket €nthaltenen

Die obige Einsicht erlaubt es, zur Bestimmung aller hdufigen
Mengen M C {Milch, Butter, Zucker, Mehl} mit ,Mehl”e
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’
supermarket

stimmen und ,,Mehl” hinzuzufiigen. Hierzu kann man
dann den (noch zu konkretisierenden) FP-Growth-Al-

gorithmus rekursiv aufrufen. Den Datensatz F’
supermarket

nennt man auch den zu ,,Mehl” konditionierten Datensatz
und dieser ist allgemein wie folgt definiert.

Definition 27. Sei F ein Datensatz, x € [ und Tr = (N, V, h)
der mit Algorithmus 8 konstruierte FP-Baum zu F. Eine x-
Transaktion f in Tr ist eine Menge f = {xy,...,x;}, sodass es
Knoten ny,ny,, ..., ny, fiir die Elemente x, x1, ..., x gibt, die
einen Pfad von ny,ny,,..., 1y, No bilden. Bei ny = (x, f,p)
heiflt mult(f) = f die Multiplizitit von f.

Die zu x konditionierte Datenbasis F|x ist genau die
Menge von Transaktionen, bei der jede x-Transaktion f
genau mult(f)-mal vorkommt.

M einfach die hdufigen Mengen von F zu be-

Allgemein gilt dann das folgende Theorem (das wir
hier nicht beweisen).

Theorem 1. Seix € Jund ' = {x" | x" kommt vor x in I¢}. MU
{x} mit M C ]' ist eine hiufige Menge in F (bzgl. minsupp ;)
gdw. M eine hiiufige Menge in F|x ist (bzgl. minsupp ).

Will man nun alle hdufigen Mengen zu F bestimmen
und es ist Iy = (x1,...,%), so gilt zunéchst trivialerwei-
se, dass {x1},...,{xx} hdufige Mengen sind. AnschliefSend
bestimmt man die hdufigen Mengen von F|x;. Da x; als
letztes in Iy vorkommt, sind diese Mengen identisch mit
den hadufigen Mengen von F, die x; enthalten. Anschlie-
Bend?* bestimmt man alle haufigen Mengen von Flx;_;.
Da x; hinter x;_1 in If ist, enthalten alle diese Mengen
xy nicht, es wird also keine hdufige Menge mehrfach be-
rechnet. Insgesamt gilt die folgende Aussage (sei fp(F) die
Menge der hdufigen Mengen von F).

24 Beachten Sie, dass die tatsidchliche Reihenfolge der Berechnung
nichtrelevantist, solange dies fiir alle Elemente xy, . .., xx geschieht.
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x1:f1
\

XZ:fz
\

i
xk:fk

Abbildung 68: Trivialer Fall eines FP-Baums mit nur ei-
nem Pfad.

Theorem 2. Sei Ir = (x1,...,X), dann gilt

k
fo(F) = {1} U... Ul Ul UMM € fi(Flx))

i=1

Wie bereits oben erwédhnt, kann man die haufigen
Mengen der konditionierten Datensdtze rekursiv wie-
der mit dem FP-Growth-Algorithmus berechnen. Offen
ist an dieser Stelle nur noch, wann diese Rekursion en-
det. Der Basisfall ist erreicht, wenn fiir einen Datensatz
F der FP-Baum TF nur noch aus einem einzigen Pfad be-
steht. In diesem Fall ist es einfach einzusehen, dass die
h&dufigen Mengen von F genau alle nicht-leeren Teilmen-
gen der in Tr vorkommenden Elemente sind. Sei dazu
F ein Datensatz und Tr wie in Abbildung 68 dargestellt.
Nach Konstruktion gilt f; > ... > fx > minsupp,_, .. Sei nun
M C {xq,...,x;} eine beliebige nicht-leere Menge und j der
grofite Index mit x; € M. Dann kommt die Menge M ge-
nau f;-malin den Transaktionen von F vor, ist also hédufig.

Algorithmus 9 formalisiert die obigen Ideen. Anders
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Algorithmus 9 Der FP-Growth-Algorithmus.

Eingabe:  Datensatz F, minsupp,, . € N
Ausgabe: fp(F)
FPGrowth(F, minsupp,;)
1: T := FPTree(F, minsupp,,.)
: K:=0
if T besteht aus einem einzigen Pfad then
K:=Menge aller nicht-leeren Teilmengen von Ele-
menten in T
else
for Element x in T do
K’ := FPGrowth(F|x, minsupp ;)
K=K U{xju{{xJUM|MeK’}
return K

Ll N

als bei Algorithmus 6 gehen wir davon aus, dass dem
Algorithmus minsupp,, . statt minsupp tibergeben wird.

Beispiel 70. Wir fithren Beispiel 69 fort und fithren Algo-
rithmus 9 schrittweise durch. Wir nehmen weiterhin an,
dass minsupp,, . = 4.

1. Den FP-Baum Tﬁcsulmmrket des Datensatzes Fsypermarket
haben wir bereits in Beispiel 69 berechnet und die-
ser ist in Abbildung 67 dargestellt.

2. Da Tpsupermrket nicht aus nur einem Pfad besteht,
fuhren wir Zeilen 7 und 8 fiir alle Elemente aus.
Wir tun dies nun exemplarisch fiir ,,Brot”.

Foupermarket €Nthélt genau vier Pfade von der Wurzel
mit einem Endknoten zu , Brot” und alle abgeleite-
ten ,Brot”-Transaktionen haben Multiplizitét 1. Der
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Datensatz Fgypermarket/Brot berechnet sich daher zu

F supermarketlBrOt
= {{Milch, Zucker, Mehl, Kaffee, Kise},
{Milch, Butter, Zucker, Mehl, Kise},
{Milch, Butter, Zucker, Mehl, Kaffee, Kise},
{Butter, Zucker, Mehl, Kaffee, Kise}}
Wir rufen rekursiv

FPGrowth(F SupermarketlBrOt/ Minsupp )

auf.

. Wir berechnen den FP-Baum zu Fsypermarket/Brot,

dessen hdufige ein-elementige Mengen gegeben sind
durch

{{Zucker}, {Mehl}, {K&se}}

jeweils mit absolutem Support 4. Wir legen die Ord-
nung Iy = (Zucker,Mehl, Kase) fest.

. Der aus Fsypermarket/Brot bzgl. I¢ konstruierte FP-

Baum ist in Abbildung 69 dargestellt.

. Da der FP-Baum nur einen Pfad hat, bestimmen

sich die hdufigen Mengen von Fgypermarket/Brot zu

fP (P supermarketlBrOt)
= {{Zucker}, {Mehl}, {Kase}, {Zucker, Mehl},

{Zucker, Kise}, {Mehl, Kise}, {Zucker, Mehl, Kise}}
und damit sind die zu Fgypermarket hdufigen Men-
gen, die ,Brot” enthalten bestimmt zu

{Brot}, {Brot, Zucker}, {Brot, Mehl}, {Brot, Kise},

{Brot, Zucker,Mehl}, {Brot, Zucker, Kase},

{Brot,Mehl, Kise}, {Brot, Zucker, Mehl, Kése}



Zucker:4

Abbildung 69: Der aus Fsypermarket/Brot bzgl. Ir =
(Zucker,Mehl, Kase) konstruierte FP-Baum aus Bei-
spiel 70.

Vergleiche hierzu die Liste aller hdufigen Mengen
von Seite 199, Schritt 5.
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3.4 Anomalieerkennung

Bei der Anomalieerkennung (engl. anomaly detection) geht
es um die Erkennung von abnormalen Datenpunkten
oder Ausreifsern. Gegeben eine Menge von Datenpunk-
ten E = {xI,...,x™} und ein neuer Datenpunkt x, besteht
die Frage der Anomalieerkennung darin, zu entschei-
den, ob x ihnlich genug zu den Datenpunkten in E ist
oder eher abnormal. Es gibt dazu mehrere Moglichkeiten,
wie man dieses Problem mit Methoden des maschinel-
len Lernens angehen kann. Falls wir nicht nur Daten zu
normalen Datenpunkten haben, sondern auch zu abnor-
malen Datenpunkten, dann kann man das Problem als
tiberwachtes Lernproblem ansehen. Wir haben solch ein
Problem prinzipiell schon in Abschnitt 2.2.3, Beispiel 14,
und Abschnitt 2.3.2, Beispiel 5, betrachtet, wo es um die
Erkennung von Schrauben als ,,0k” und “nicht ok” ging.
Ublicherweise verfiigt man bei dieser Art von Proble-
men allerdings eher tiber eine grofie Menge an normalen
Datenpunkten und nur relativ wenig (oder keine) abnor-
male Datenpunkte. Aus diesem Grund benutzt man fiir
Anomalieerkennung tiblicherweise uniiberwachte Lern-
verfahren, bei denen nur die Menge E an normalen Da-
tenpunkten gegeben ist.

Beispiel 71. Wir betrachten ein dhnliches Problem wie in
Beispiel 14, Abschnitt 2.2.3. Tabelle 71 zeigt den Datensatz
Escrews, der die Merkmale ,Gewicht” und , Lange” von 10
Schrauben enthilt. Diese 10 Schrauben werden als normal
angesehen.

Abbildung 70 visualisiert den Datensatz Egcrews.

Wir schauen uns in diesem Unterkapitel eine einfa-
che Methode der Anomalieerkennung an, namlich die
Dichteabschitzung einer Normalverteilung. Dieser An-
satz hat zwei Ankniipfungspunkte zu Unterkapitel 2.5
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Nr. | Gewicht (in g) | Lange (in mm)
1 11 27
2 10 28
3 10.3 27.5
4 11 28
5 10.9 27.1
6 10.9 28.1
7 10.2 28.2
8 10.7 27.6
9 10.9 27.2

10 10.1 27

Tabelle 34: Datensatz Escrews zu Beispiel 71.

zur Bayes-Klassifikation. Zum einen ist die Dichteab-
schitzung eine Maximum-Likelihood-Methode, da das
gelernte Modell auf den Grundsdtzen der Maximum-
Likelihood-Hypothese aufgebaut wird (vergleiche hier-
zu die Modellbildung unten mit der Herleitung in Ab-
schnitt 2.5.1). Zum anderen 16st der Ansatz der Dich-
teabschdtzung das in Abschnitt 2.5.3 angesprochene Pro-
blem der Bayes-Klassifikation mit kontinuierlichen Merk-
malen, da die dort gesuchte Dichte p(x; | ¢, D) damit be-
stimmt werden kann.

Um das Problem der Anomalieerkennung zu l6sen,
bilden wir ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell
pF auf den Datenpunkten. Die zugrundeliegende Intuiti-
on ist, dass pF(x) fiir einen beliebigen Datenpunkt x an-
gibt, wie dhnlich x zu den Datenpunkten in E ist. Die
tatsdchliche Klassifikation eines Datenpunktes x als nor-
mal oder abnormal geschieht dann durch einen Schwellen-
wert € € [0,1], d. h., wir klassifizieren einen Datenpunkt x
als abnormal gdw. pF(x) < € gilt. Wir machen zwei zentrale

219



29.0 A

285
o~ X
I X
28.0 X x
€
[
< 275 x x
)
> g
£ 27.01 x x
—
26.5
26.0
9.0 9.5 100 105  11.0 115  12.0

Gewicht (in g)

Abbildung 70: Datensatz Egcrews zu Beispiel 71.

Annahmen fiir die Bestimmung von p*:

1. Die Merkmale von x = (x,...,x,) sind unabhingig
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voneinander, d. h., wir konnen pE(x) schreiben als
pE) =pl)-... ph)

mit Wahrscheinlichkeitsdichten p]f, ..., pE fiir die ein-
zelnen Merkmale x1,...,x;.

. Die Merkmalsausprdagungen eines jeden Merkmals

x;, i =1...,n sind normalverteilt, d. h., es gilt

(=)
2012

e

pE(x;) =
271012
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Die beiden obigen Annahmen sind fiir einen gegebenen
Datensatz E eines bestimmten Problems nicht immer kor-
rekt. Ahnlich wie bei der naiven Bayes-Klassifikation lie-
fert das resultierende Modell jedoch auch bei Nichtzu-
treffen der Annahmen gute Ergebnisse. Mit den obigen
Annahmen besteht damit das Lernproblem daraus, pas-
sende Werte fiir uy,...,u, und a%,...,a% zu finden. Wir
benutzen dazu die Maximum-Likelihood-Methode und
nehmen an, dass y; genau die empirischen Mittelwerte und
012 genau die empirischen Varianzen aus dem Datensatz E
sind, d. h., wir setzen

() - i)

furallei=1,...,n. Mit anderen Worten, jedes y; ist genau
der Durchschnitt der Datenpunkte in E und jedes a?' ist
genau der Durchschnitt der quadratischen Abweichun-
gen der Datenpunkte aus E zu y;.

Beispiel 72. Wir fiihren Beispiel 71 fort. Wir berechnen

HGewicht
_11+10+10.3+11+10.9+10.9+10.2+10.7+10.9+10.1
B 10
=10.6

HLange
_27+28+275+28+27.1+28.1+282+27.6+27.2+27
B 10
= 27.57
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und

Uzcewicht = E((ll - [uGewicht)2 + (10 - (uGewicht)z‘i'

(10-3 - VGewiCh’c)2 + (11 - ‘uGewicht)2+

(10-9 - HGewiCh’c)2 + (10-9 - [JGewiCht)z‘i'
(10.2- [JGewicht) +(10.7 - HGewicht)2+
)

(10.9 = tiGewicht)* + (10.1 = tigewicht)*)
=0.146

2

2

1
Tl inge = 7g((27 ~ HLinge)” + (28~ iLinge)

(27.1- [JLa‘nge)Z +(28.1— #Lénge)z"'
(28.2— [,lL-ange)z +(27.6 - MLéinge)2+
=0.2061
Beispielsweise gilt dann fiir einen neuen Datenpunkt x =
(x1,x2)T = (10.8,27.5)T
pEscrewS (x) = pésg;ilvlvght (_X1 )pIEJSaCI]‘rIEgWeS (XZ)

y 2
1 1-HGewicht) 1 _ (27 HLinge)”

2 202,
= ¢ 2JGewicht _ ¢ Lange

21 2102

2
O Gewicht GLénge

~0.791
und fiir einen Datenpunkt x” = (xa,xé)T =(9.8,26.9)T
pEscrews (x’) ~ 0.034

Wiirden wir also beispielsweise den Schwellwert € auf
€ = 0.1 setzen, so wiirde x als normal und x” als abnormal
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Abbildung 71: Datensatz Escrews zu Beispiel 72, die beiden
Testpunkte x (in blau) und x’ (in griin) und die Entschei-
dungsgrenze fiir € = 0.1.

klassifiziert werden. Abbildung 71 visualisiert den Da-

tensatz Egcrews,die beiden Testpunkte x und x” und die
Entscheidungsgrenze fiir € = 0.1.
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3.5 Hauptkomponentenanalyse

In den vorangegangenen Unterkapiteln haben wir be-
reits das eine oder andere Mal den Sachverhalt von kor-
relierenden Merkmalen angesprochen. Insbesondere ha-
ben wir an einigen Stellen Unabhdngigkeitsannahmen zu
Merkmalen getroffen, um eine besondere Umformung
einer Gleichung zu rechtfertigen (zentral war dies bei-
spielsweise bei der naiven Bayes-Klassifikation der Fall).
In diesen Féllen ist ein Nichtzutreffen dieser Annahme
normalerweise ohne schwerwiegende Auswirkungen und
die entsprechenden Lernmethoden kénnen damit robust
umgehen. In der Praxis treten Merkmale mit korrelieren-
den Merkmalsauspragungen allerdings recht haufig auf
und konnen sich mitunter negativ auf den Lernprozess
auswirken. Schauen wir uns dazu ein triviales Beispiel
an, namlich die Dopplung eines Merkmals. Nehmen wir
einen Datensatz an, bei dem sich die einzelnen Beispiele
auf Merkmale von Personen beziehen und nehmen wir
an, dass wir zwei Merkmale , GrofSe (in cm)” und , Grofse
(in mm)“ haben, also einfach die GrofSe der Person in
zwei verschiedenen Einheiten. Sind die Daten korrekt, so
istjede Merkmalsauspragung des zweiten Merkmals ein-
fach 10-mal die Merkmalsauspragung des ersten Merk-
mals. Das zweite Merkmal bringt also keine weitere Infor-
mation. Haben wir beide Merkmale in unserem Daten-
satz, so konnen einige Lernmethoden eine unbeabsich-
tigte Gewichtung in das gelernte Modell einbringen. Da
das Merkmal ,Grofse” doppelt vorkommt, hat es damit
auch einen doppelten Einfluss auf das Lernziel. Dieser
Effekt ist aber normalerweise nicht erwiinscht. Weiterhin
konnen wir durch das Weglassen eines dieser Merkma-
le unseren Datensatz kompakter darstellen, ohne Infor-
mation zu verlieren. Gerade bei grofien Datensédtzen und
komplexen Lernalgorithmen kann solch eine Platzerspar-
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nis erheblich zur Verringerung der Laufzeit beitragen.
Die Dopplung eines Merkmals im Datensatz ist nattirlich
leicht zu erkennen und zu losen. Ahnliche Effekte wie
bei der Dopplung eines Merkmals treten allerdings auch
schon bei Merkmalen auf, die nicht perfekt korrelieren,
wie beispielsweise bei , Grofie” und , Gewicht” einer Per-
son. Ebenso kann es vorkommen, dass ein Merkmal als
eine (ungefdhre) Kombination von mehr als einem ande-
ren Merkmal dargestellt werden kann. Auch in solchen
Féllen kann es sinnvoll sein, die Daten mit weniger Merk-
malen zu beschreiben, um damit unerwiinschte Gewich-
tungen beim Lernen zu vermeiden und die Daten kom-
pakter darzustellen. Allerdings ist es nicht immer einfach
zu erkennen, wie sich Merkmale zueinander verhalten.

3.5.1 Grundlagen

Die Hauptkomponentenanalyse (engl. Principal Component
Analysis, PCA) ist die bekannteste und am haufigsten ge-
nutzte Methode, um die die oben genannten Probleme
zu losen. PCA ist eine Methode zur Dimensionsredukti-
on, die einen Datensatz {iber Beispielen oder Datenpunk-
ten im IR auf einen Datensatz tiber Beispielen oder Da-
tenpunkten im R" mit n’ < n in einer Form abbildet,
sodass moglichst wenig Information verloren geht (die-
sen Aspekt werden wir in Abschnitt 3.5.4 prézisieren).
Sie kann prinzipiell als Vorverarbeitungsschritt fiir das
tiberwachte oder uniiberwachte Lernen eingesetzt wer-
den, oder auch einfach nur um einen Datensatz zu kom-
primieren. PCA selbst kann auch als eine Methode des
uniiberwachten Lernens verstanden werden (deswegen
diskutieren wir sie auch an dieser Stelle), da sie nach
Mustern im Datensatz sucht. Die allgemeine Methodik
der PCA ist mathematisch recht komplex und wir werden
uns zundchst mit der Intuition der Methode bei der Re-
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duktion eines Datensatzes vom R? zum R! beschiftigen
und erst in Abschnitt 3.5.3 die allgemeine Methode ein-
fiihren.

Beispiel 73. Wir betrachten den Datensatz Dgpips (siehe
Tabelle 35 und Abbildung 72), der einige Schiffe anhand
der Merkmale ,Lange (in m)” und , Verdrangung (in t)”,
sowie deren Klassifikation in , Frachtschiff* und ,Passa-
gierschiff’ auflistet. Anhand der Visualisierung der Da-

Nr. | Lange (inm) | Verdrangung Typ
(in £)
1 313 71485 Frachtschiff
2 269 53752 Passagierschiff
3 245 42124 Passagierschiff
4 332 97875 Frachtschiff
5 312 75364 Frachtschiff
6 211 32157 Passagierschiff

Tabelle 35: Datensatz Dgpips aus Beispiel 73.

ten in Abbildung 72 ist klar zu erkennen, dass die beiden
Merkmale , Ldnge (in m)” und ,,Verdrangung (in t)” stark
korrelieren.

Um PCA anwenden zu konnen, ist es zunidchst not-
wendig, den Datensatz zu standardisieren, sodass die
Merkmalsauspragungen aller Merkmale den Mittelwert
0 haben. Dies geschieht am einfachsten mit der z-Trans-
formation (siehe auch Abschnitt 2.4.3).2° Beachten Sie,

2 Es sind hier allerdings auch andere Standardisierungsmethoden
anwendbar. Insbesondere ist es nicht zwingend notwendig, dass
die Standardisierung die Varianz aller Merkmale auf 1 setzt (wie
es die z-Transformation macht).

226



1000001 % Frachtschiff

B Passagierschiff

90000 -

80000 -

70000 -

60000 -

Verdrangung (in t)

50000 A

40000 -

30000

220 240 260 280 300 320
Lange (in m)

Abbildung 72: Datensatz Dgp;ps aus Beispiel 73.

dass (anders als bei vorherigen Methoden) diese Stan-
dardisierung nicht nur hilfreich, sondern auch notwen-
dig ist.

Beispiel 74. Wir fithren Beispiel 73 fort. Der z-transfor-
mierte Datensatz Dships (auf 3 Nachkommastellen ge-
rundet) zu Datensatz Dgpips ist in Tabelle 36 und Abbil-
dung 73 dargestellt.

Falls PCA auf ein Problem des tiberwachten Lernens
angewendet werden soll (wie im obigen Beispiel), so
konnen wir die Klassen der Beispiele ignorieren, da die
Dimensionsreduktion einzig auf den Datenpunkten rea-
lisiert wird. Im Folgenden gehen wir also davon aus,
dass wir einen Datensatz E = {x1),...,x(} mit x € R?,
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Nr. | Lange | Verdrangung Typ
1 0.766 0.425 Frachtschiff
2 | -0.266 -0.38 Passagierschiff
3 | -0.828 -0.908 Passagierschiff
4 1.211 1.624 Frachtschiff
5 0.742 0.601 Frachtschiff
6 | -1.625 -1.361 Passagierschiff

Tabelle 36: Datensatz Dships aus Beispiel 74.
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1.54 M Passagierschiff
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T T T
-1.0 -0.5 0.0
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T
0.5

T
1.0

Abbildung 73: Datensatz Dships aus Beispiel 74.

i=1,...,m als Eingabe erhalten (im obigen Beispiel igno-
rieren wir dazu einfach die Spalte , Typ”). Fiir die Auf-
gabe, einen Datensatz vom R? auf den R! zu reduzieren,
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versucht PCA nun einen 1-dimensionalen Unterraum (ei-
ne Gerade) von R? zu finden, sodass die (quadrierten)
Distanzen aller Punkte von E zu ihren jeweiligen Projek-
tionen auf diesen Unterraum minimal sind.?® Formal 16st
PCA in diesem Szenario das folgende Optimierungspro-
blem:
* 2

v =arg _min_ 1an (ol (1)
Der Vektor v* charakterisiert dann den gesuchten 1-di-
mensionalen Unterrraum als alle Vielfachen von v, d. h.,
die gesuchte Gerade besteht aus allen Punkten w € R? mit
w = xv* mitx € R. Der Ausdruck ||x— (xTv)v|| ist hierbei der
Abstand des Punktes x zu der von v aufgespannten Ge-
raden (d.h., der kleinste Abstand von x zu irgendeinem
Punkt auf dieser Geraden). Die zusitzliche Bedingung
lvl]] = 1 fordert, dass v genau Lange 1 hat. Diese Bedin-
gung ist keine signifikante Einschrankung, sondern dient
nur der Normierung. Beachten Sie, dass das Problem (21)
im allgemeinen nicht eindeutig 16sbar ist?”, in diesem Fall
sei v* eine beliebige minimale Losung. Der Vektor v* heifst
dann (erste) Hauptkomponente von E.

Beispiel 75. Wir fithren Beispiel 74 fort. Abbildung 74
zeigt die (in diesem Fall eindeutig bestimmte) Gerade,
die durch den Nullpunkt geht und minimalen Abstand
zu allen Punkten aus Dships hat. Insbesondere ist hier

Ulhips ~ (0.707,0.707)"

26 Diese Gerade geht dabei notwendigerweise (da es sich um einen
Unterraum handelt) durch den Nullpunkt. Aus diesem Grund ist
auch die Standardisierung der Daten, insbesondere die Sicherstel-
lung, dass der Mittelwert bei 0 liegt, notwendig.

27 Insbesondere gilt, dass fiir eine Losung v* auch —v* eine Losung
ist, da diese Vektoren dieselbe Gerade charakterisieren. Es kann
aber auch vorkommen, dass es verschiedene Geraden gibt, die
das Problem (21) 16sen.
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eine Losung des Optimierungsproblems (21), also eine
erste Hauptkomponente von ﬁships. Abbildung 74 zeigt
weiterhin auch die Projektionen der Punkte aus Dships
auf diese Gerade an (diese sind allerdings ohne Klassen
aufgefiihrt).

% Frachtschiff
1.51 M Passagierschiff

1.01

0.51

0.01

Verdrangung

|
e
)

-1.01

-1.5

-15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5
Lange

Abbildung 74: Datensatz Dships und die zu Dships ndchste
Gerade durch den Nullpunkt aus Beispiel 75.

Ist v* bestimmt, so konnen wir nun den Datensatz
E komprimieren, indem wir fiir jeden Datenpunkt x € E
anstatt der beiden Koordinaten x = (x1,x2)T € R? nur die
Koordinate z € R speichern, sodass zv* die Projektion von
x auf die durch v* aufgespannte Gerade ist. Wir erhalten
damit einen komprimierten Datensatz Ec°mpressed,
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Beispiel 76. Wir fiihren Beispiel 75 fort. Abbildung 74
zeigt bereits die Projektionen der Datenpunkte aus Dships

auf die durch U;hips aufgespannte Gerade. Die Projek-
tionen 1, ..., 20 zu den Datenpunkten x@® . x©) gind

dabei gegeben durch

#V ~ (0.595,0.595)" ~ 084107

2@ ~ (-0.323,-0.323)T ~ —04570],
£®) ~ (-0.868,-0.868)T ~ ~1.228v),,
2~ (1.417,1.417)7 ~ 2.0040),; ¢

® ~ (0.672,0.672)" ~ 0.9507 6

£~ (-1.493,-1.493) ~ —2.1120,

Nun kénnen wir die Punkte x, ..., x©) € R? komprimiert
darstellen durch Punkte zV, ...,z € R! mit

zM = (0.841)

22 = (-0.457)

23 = (-1.228)

z™®) = (2.004)

z0) = (0.95)

20 = (-2.112)

Abbildung 75 zeigt den komprimierten Datensatz

A d
D;ﬁ;;gresse _ {(Z(l), y(l))’ ., (2(6), y(6))}_

.. . .. Acompressed
Nun konnen wir mit Dshipls:)

gabe angehen, d. h., beispielsweise logistische Regression
anwenden, um einen Klassifikator zu erlernen.

die urspriingliche Auf-
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Abbildung 75: Datensatz D;ﬁ;;gressed aus Beispiel 76.

Wie im vorigen Beispiel bereits angedeutet, kann nun
die Ausgabe der PCA, d.h., der komprimierte Datensatz
Eeompressed - fijr die eigentliche Lernaufgabe verwendet
werden. Das daraus entstehende Modell (also beispiels-
weise ein Klassifikator clf) ist damit allerdings nur auf 1-
dimensionalen Datenpunkten definiert (also clf: R — C,
wobei C die Menge der Klassen ist). Um Datenpunkte
x € R? des urspriinglichen Problems mit clf zu klassifizie-
ren, miissen wir fiir diese die entsprechende Projektion
auf der von v* aufgespannten Gerade und damit deren
Koordinate bzgl. v* bestimmen. Diese ist gegeben z = x" v*
und damit kénnen wir via clf(x’v*) auch Datenpunkte
x € IR? des urspriinglichen Problems klassifizieren.

3.5.2 Hauptkomponentenanalyse und lineare Regres-
sion

Abbildung 74 weist Ahnlichkeiten mit der Methode der
linearen Regression (siehe Unterkapitel 2.1) auf und man
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mag versucht sein, die Hauptkomponentenanalyse mit
der linearen Regression gleichzusetzen. Gegeben eine
Menge von Datenpunkten im R? (oder praziser, eine
Menge von Beispielen (x,y), sodass x,y € R und x ist
das einzige Merkmal und y der Funktionswert), versucht
man bei der linearen Regression eine lineare Funktion
regr (=Gerade) zu finden, sodass die Summe der (qua-
drierten) Abweichungen der vorhergesagten Funktions-
werte regr(x) von y minimal ist. Einfach ausgedrtickt heifst
dies, dass die lineare Regression die Summe der (qua-
drierten) , vertikalen Abstinde” zu der gesuchten Gerade
minimiert. PCA hingegeben minimiert die tatsdchlichen
(quadrierten) Abstdnde zu der Geraden, d. h., die kiirzeste
Verbindung zur Geraden (beachten Sie, dass diese An-
schauung nur im 2-dimensionalen giiltig ist). Die un-
terschiedlichen Optimierungsprobleme von PCA und li-
nearer Regression sind in Abbildung 76 veranschaulicht.
Fiir typische 2-dimensionale Probleme sind die Losungen
dieser beiden Optimierungsprobleme nicht identisch, oft
aber auch recht dhnlich. Dennoch handelt es sich bei PCA
um eine grundsitzlich andere Methode (was spétestens
auch im nédchsten Abschnitt 3.5.3 deutlich werden soll-
te) fiir einen anderen Zweck, als die lineare Regression.
Wihrend es bei der linearen Regression um Funktionsap-
proximation geht, geht es bei PCA um Dimensionsreduktion.

3.5.3 Die allgemeine Hauptkomponentenanalyse

Im Folgenden schauen wir uns die allgemeine Haupt-
komponentenanalyse an, d.h., das Problem, einen Da-
tensatz E = {x1), ..., x(} mit x® € R” auf einen Datensatz
peompressed — (1) (M} mit z0) e R zu komprimieren,
firi=1,...,m und n’ < n. Wie zuvor gehen wir davon
aus, dass der Datensatz E standardisiert ist, d. h., dass der
Mittelwert aller Merkmalsauspragungen 0 ist. In diesem
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Abbildung 76: Unterschied der Optimierungsproble-
me von PCA und linearer Regression; die Zielfunktion
von PCA minimiert die Summe der quadrierten roten
Abstande, wahrend die Zielfunktion der linearen Regres-
sion die Summe der quadrierten blauen Abstdnde mini-
miert.

allgemeinen Fall suchen wir also einen n’-dimensionalen
Unterraum von R”, sodass die Summe der (quadrierten)
Abstdnde vonjedem Punkt x € E zu seiner Projektion £ auf
diesem Unterraum minimal ist. Einen n’-dimensionalen
Unterraum kann man charakterisieren durch n” paarwei-
se orthogonale Einheitsvektoren vy, 0y, € R" (diese bil-
den dann eine orthonormale Basis, kurz ONB, dieses Unter-
raums). Das zugehorige Optimierungsproblem ist damit
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gegeben durch

* *
(0}, Uy

= arg min Z [|x — (xTvl)vl — (xTvnf)vnzll2
v1,...,0, ist ONB
x€E
(22)
wobei ,,v1,...,0, ist ONB” heifst, dass ||[v1]|=... = |low|| =1

und U;ij =0ftirallei, j=1,...,n" miti # j. Wie man leicht
einsehen sollte, ist das Problem (21) ein Spezialfall des
Problems (22). Ist (v,...,7;,) eine Losung von (22), so
ist der gesuchte n’-dimensionale Unterraum durch die
Menge aller Linearkombinationen von v,...,v;, gegeben.
Die neuen Koordinaten eines Punktes x € R"” sind dann
definiert durch z € R" mit

z= (xTvi,...,xTU:l,)

Die Vektoren Ve Uy heiflen dann die ersten n” Haupt-

komponenten von E.28 Eine Berechnung von (v’i, . ..,U;,
durch explizite Losung des Optimierungsproblems (22)
ist recht aufwédndig und in der Praxis in dieser Form
untiblich. Es existiert allerdings eine elegante algebrai-
sche Charakterisierung der Hauptkomponenten durch
die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix.

Definition 28. Sei E = {x(,...,x")} ein standardisierter
Datensatz. Die Kovarianzmatrix Cov(E) € R™" von E ist
definiert durch

m

1 L
Cov(E) = — Z £ (T
m 4
i=1

28 Die genaue Reihenfolge dieser Vektoren in der Hauptkomponen-
tenanalyse, d. h., welcher dieser Vektoren die 1./2./... Hauptkom-
ponente ist, wird durch die Grofle des zugehorigen Eigenwertes
bzw. absteigend durch den Grad der Varianz bestimmt, siehe dazu
weiter unten und Abschnitt 3.5.4.
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Die Kovarianzmatrix Cov(E) ist stets symmetrisch und
positiv definit?’, d. h., es existieren genau n reale Eigen-
werte Aj,...,A, (potentiell treten Eigenwerte mehrfach
auf) von Cov(E) mit

M>A>...>A,

Seien nun wy,...,w, passende Eigenvektoren mit [[w;]|| =
.= |lwyl|=1,d.h,,

Cov(E)w; = Ajw;

fiir alle i =1,...,n. Dann lésst sich zeigen, dass genau
diese Eigenvektoren die Hauptkomponenten von E sind:

Theorem 3. (wy,...,wy) ist fiir jedes n’ <n Losung von (22).

Das obige Theorem (das wir hier nicht beweisen wer-
den) charakterisiert somit die Hauptkomponenten von
E als die (zu den zugehorigen Eigenwerten absteigend
sortierten) Eigenvektoren von Cov(E).

3.5.4 Evaluation

Betrachten wir noch einmal Abbildung 74 aus Beispiel 75.
Es sollte hier offensichtlich sein, dass wir bei der Projek-
tion der Datenpunkte auf die erste Hauptkomponente
keine ,relevanten” Informationen verlieren, d. h., fiir die
anschlieffende Lernaufgabe sind alle notwendigen Infor-
mationen fiir die Klassifikation von Datenpunkten auf
dem projizierten Unterraum noch vorhanden (beispiels-
weise sind, bei Verwendung von SVMs, die beiden Klas-
sen sowohl im Ursprungsraum als auch im projiziertem
Raum linear separierbar). Die Frage, die man sich bei der

? Dies gilt nur, wenn E den R" aufspannt. Dies kann allerdings fiir
alle praktischen Datensitze E angenommen werden.
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Verwendung von PCA stellen sollte, ist, wieweit man die
Dimensionalitdt des Ursprungsraumes reduzieren kann,
ohne fiir die eigentliche Lernaufgabe relevante Informa-
tionen zu verlieren (oder ob man iiberhaupt die Dimen-
sionalitdt reduzieren sollte). Die direkteste Methode, die-
se Frage zu beantworten, ist es, die Evaluationsmafie der
eigentlichen Lernaufgabe fiir verschiedene Varianten der
Dimensionsreduktion zu Rate zu ziehen. Ist beispiels-
weise die eigentliche Lernaufgabe die Klassifikation, so
konnen wir (beispielsweise) das F1-Mafs fiir Modelle ver-
schiedener Dimensionalitdt berechnen und anschliefsend
die Dimensionalitit wahlen, bei der das F1-Maf$ maxi-
mal bzw. noch ,ausreichend hoch” ist. Dieser Ansatz ist
jedoch mit einem erheblichen Aufwand verbunden, da
wir zum einen Datensétze verschiedener Dimensionalitat
generieren miissen und zum anderen fiir jeden dieser Da-
tenséitze ein Modell lernen und evaluieren mitissen.

Die iibliche Methode, um zu bestimmen, auf welche
Dimension n’ wir einen Datensatz der Dimensionalitét
n (n > n’) komprimieren sollten, ist es, den Verlust an
Varianz bei einer Dimensionsreduktion zu messen und
anschlieffend die Dimensionalitit wihlen, bei der der
Verlust an Varianz ,nicht zu hoch” ist (hier sparen wir
uns also das erneute Lernen eines Modells). Intuitiv be-
schreibt die Varianz eines Datensatzes E, wie weit ,ver-
streut” die Datenpunkte E im Raum liegen. Beispiels-
weise sehen wir in Abbildung 74, dass die paarweisen
Abstdande der Punkte zueinander nicht signifikant klei-
ner unter der Projektion werden, der Verlust an Varianz
ist hier also sehr gering. Fiir einen standardisierten Da-
tensatz E = (xI,...,x™)} ist die Varianz var(E) definiert
als

1.
oar(E) = — 3" [h)P
i=1
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und ist E°mPressed gine komprimierte Variante von E, so
ist
var(Ecompressed)

var(E)

retvar(Ecompressed’E) —

der Anteil der Varianz von E, der in E<°™pressed och erhal-
ten bleibt (beachten Sie, dass stets var(E©™Pressed) < pa(E)
gilt; retVar steht hier fiir retained variance). Ublicherweise
wiahlt man n’ so klein wie moglich, sodass

ret Var(ECO™Pressed £y >

tiir einen Schwellwert a € [0,1] gilt. Typische Werte fiir o
liegen dabei im Bereich [0.9,0.99].

Beispiel 77. Wir setzen Beispiel 76 fort. Die Varianz des
Datensatzes Dgpips (siehe Tabelle 36), var(Dgpips), berech-
net sich zu

. 1
var(Dgpips) = g(||(0.766,0.425)T||2 +1(=0.266,-0.38) ||+

11(=0.828,-0.908)|* +(1.211,1.624) T[>+

11(0.742,0.601)7||* + |I(-1.625,—1.361) 1)
~ 2

Compressed compressed

) des Datensatzes D shi
lpS

Die Varianz var(D
(siehe Beispiel 76) berechnet sich zu

. 1
oar(DG?™%) = Z(I084D)IP +I(-0457)IP + |(~1.228)*+

11(2.004)|* +[1(0.95)I* +11(—2.112)|[%)
~ 1.967

und somit ist

1.967
compressed shlps) ﬁ ~ 0.984

tVi D
retVar( >
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die bei der Komprimierung erhaltene Varianz (es werden
also ungefahr 98.4% der Varianz erhalten). Dieser Wert
verdeutlicht, dass der Verlust an Varianz hier prinzipiell
ohne Bedeutung ist.
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4 Reinforcement Learning

Uberblick iiber dieses Kapitel

Das Reinforcement Learning® ist, neben dem tiberwachten
und dem uniiberwachten Lernen, die dritte Kategorie des
maschinellen Lernens und unterscheidet sich von den
beiden genannten insbesondere durch die Situierung des
Lernalgorithmus. Beim Reinforcement Learning betrach-
ten wir einen in einer Umgebung eingebetteten Agenten,
der durch Aktionen die Umgebung dndern kann und
durch erfolgreiches Handeln in der Umgebung belohnt
wird. Ein anschauliches Beispiel fiir diese Situation ist
ein Staubsaugerroboter, der sich in der Wohnung (=Umge-
bung) bewegen, den aktuellen Raum saugen, oder seine
Batterie aufladen kann (falls er gerade an der Ladestation
ist). Der Roboter soll selbst lernen, wie er am besten die
Wohnung sauber hilt und gleichzeitig sicherstellt, dass
seine Batterie stets ausreichend geladen ist. Je mehr Staub
der Roboter an einem Tag gesaugt hat, desto erfolgreicher
schédtzen wir ihn ein, dies entspricht dann der (immate-
riellen) Belohnung des Roboters. Das Ziel eines Reinforce-
ment Learning-Algorithmus ist es, eine Strategie zur Reini-
gung der Wohnung zu ermitteln, sodass die Belohnung
maximiert wird. Dabei unterscheidet man grundsatzlich
zwischen Offline- und Online-Lernverfahren. Bei Offline-
Lernverfahren (mit denen wir uns in Unterkapitel 4.1
beschiéftigen werden) hat der Lernalgorithmus ein kor-
rektes Modell der Umgebung, der Auswirkungen von Ak-
tionen und den Belohnungen. Bei Online-Lernverfahren
(mit denen wir uns in Unterkapiteln 4.2 und 4.3 beschaf-

30 Wir verzichten hier auf die Nutzung des nicht gebraduchlichen
deutschen Terms ,Bestdrkendes Lernen”.
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tigen werden) hat der Lernalgorithmus keinerlei Vorwis-
sen. Um in diesen Situationen eine optimale Strategie
zu ermitteln, fithren Reinforcement Learning-Algorithmen
verschiedene Aktionen in der (simulierten) Umgebung
aus und lernen dabei iterativ, welche Strategien in der
Umgebung erfolgversprechend sind.

Wir werden uns in diesem Kapitel zundchst mit Grund-
lagen zu Markov-Entscheidungsprozessen (Unterkapitel
4.1) auseinandersetzen. In Unterkapitel 4.2 schauen wir
uns Methoden fiir das passive Reinforcement Learning an,
d. h. Methoden, die ein Umgebungsmodell und die Giite
von Aktionen lernen. In Unterkapitel 4.3 schauen wir uns
Methoden fiir das aktive Reinforcement Learning an, d.h.,
Methoden, die eine optimale Strategie fiir das Handeln
des Agenten in der Umgebung lernen.

Bibliographische Anmerkungen

Eine umfassende Einfiihrung in das Reinforcement Lear-
ning bietet das Buch [14]. Weiterhin ist der Coursera-
Kurs ,,Unsupervised Learning, Recommenders, Reinfor-
cement Learning” von Andrew Ng [12] sehr zu emp-
tehlen. Die Darstellung hier ist angelehnt an [13], insbe-
sondere Kapitel 17 (fiir Unterkapitel 4.1) und Kapitel 22
(fiir Unterkapitel 4.2 und 4.3). Eine alternative Darstel-
lung bietet auch [8, Kapitel 13]. Fiir Deep Reinforcement
Learning (das wir hier nicht diskutieren) siehe auch [1,
Kapitel 9].
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4.1 Markov Entscheidungsprozesse

In diesem Unterkapitel beschéftigen wir uns mit einer
grundlegenden Komponente fiir das Reinforcement Lear-
ning, ndmlich der Modellierung der Dynamik der Umge-
bung, in der ein Agent eingebettet ist.

4.1.1 Modellierung einer Umgebung

Fiir alle Varianten des Reinforcement Learning werden Mar-
kov-Entscheidungsprozesse als Mittel zur Formalisierung
dynamischer Prozesse benutzt.

Definition 29. Ein Markov-Entscheidungsprozess (engl. Mar-
kov decision process, MDP) D ist ein Tupel D = (S,A,P,R,
s, S") mit folgenden Eigenschaften:

1. Sisteine Menge von Zustdnden (der Zustandsraum)
2. Aist eine Menge von Aktionen (der Aktionsraum)

3. P:(S\S")xAxS —[0,1] ist eine Funktion (die Tran-
sitionswahrscheinlichkeitsfunktion) mit ) o P(s,a,s") =
1 fiir alles € (S\ S¥),a € A.

4. R:(S\S"XAXS — R ist eine beliebige reellwer-
tige Funktion (die Belohnungsfunktion engl. reward
function).

5. ¥ € S ist der Startzustand.
6. S' C Sist die Menge der Zielzustinde.

Ist D = (S,A,P,R,s°,S") ein MDP, so reprasentiert S
die Menge aller moglichen Zustdnde, in denen sich der
Agentbefinden kann (im Beispiel eines Staubsaugerrobo-
ters die verschiedenen Raume der Wohnung). In jedem
Zustand s € (S\ S) kann der Agent eine der Aktionen in
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A ausfiihren (beispielsweise ,saugen”, ,laden” oder sich
in einen Nachbarraum bewegen). In allgemeinen MDPs
ist das Resultat einer Aktion nicht immer deterministisch
bestimmt (beispielsweise kann das Laden des Roboters
tfehlschlagen, wenn die Batterie eine Fehlfunktion hat)
und P(s,a,s’), fiirs € (S\ S¥),s’ € S,a € A, ist dann die Wahr-
scheinlichkeit, in den Zustand s’ zu wechseln, wenn im
Zustand s die Aktion a ausgefiihrt wird. Die Funktion
R beschreibt dann die Belohnung, die der Agent erfahrt:
Falls eine Ausfithrung der Aktion a4 in Zustand s zum
Zustand s’ gefiihrt hat, so erhilt der Agent R(s,a,s’) als
Belohnung. Dabei kann R(s,a,s”) mitunter auch negativ
sein und damit eine Bestrafung des Agenten realisieren.
Der Agent startet im Zustand s° und D terminiert, sobald
der Agent einen Zustand aus S' erreicht.

Beispiel 78. Wir schauen uns eine stark vereinfachte In-
stanz des Problems des Staubsaugerroboters an. Wir ge-
hen davon aus, dass unsere Wohnung aus genau zwei
Rdumen r1 und r; besteht und jeder Raum kann entweder
verschmutzt sein oder sauber. Damit ist unser Zustands-
raum definiert durch

Spe = {S}’l,sé’l,5(1)’1,Sg’l,S%’O,S;’O,S?’O,Sg’o, f

wobei der Zustand sf’l die Situation représentiert, dass
der Staubsaugerroboter in Raum 7; ist, dass Raum r; bei
k = 0 sauber und bei k = 1 verschmutzt ist und dass der
Raum 7, bei [ = 0 sauber und bei [ = 1 verschmutzt ist.
Der Zustand s ist weiterhin der Zielzustand (S, = {s'})
und si’l ist der Startzustand. In jedem Zustand (ausser s')
stehen unserem Roboter drei Aktionen zur Verfligung:

1. move: Gehe in den anderen Raum.

2. clean: Reinige den aktuellen Raum.
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3. charge: Lade die Batterie.

Es gilt also Ay = {move, clean, charge}. Wir betrachten nun
die Zustandsiibergidnge (modelliert durch Py.). Es be-
findet sich nur in Raum r; eine Ladestation und nach
Ausfiihrung der Aktion charge in rq endet der aktuelle
,Tag” und wir wechseln zum finalen Zustand st. Weiter-
hin gehen wir davon aus, dass die Aktion move stets zu
90 % erfolgreich ist (d. h., mit Wahrscheinlichkeit 0.1 ver-
bleibt der Roboter im aktuellen Raum) und die Aktion
clean ist stets zu 80% erfolgreich (d.h., ein schmutziger
Raum bleibt mit Wahrscheinlichkeit 0.2 schmutzig; ein
sauberer Raum bleibt sauber). Weiterhin vergeben wir
die folgenden Belohnungen (Ry.):

1. Reinigt der Roboter erfolgreich einen zuvor schmut-
zigen Raum, so erhilt er 10 Punkte.

2. Reinigt der Roboter einen sauberen Raum, so erhalt
er —2 Punkte (da er unnétig Energie verbraucht hat).

3. Versucht der Roboter in Raum r; zu laden, so erhilt
er —5 Punkte (er hat bei dem Versuch seine Batterie
beschadigt).

4. Ladt sich der Roboter in r; auf, ohne vorher alle
R&dume gereinigt zu haben, so erhélt er —7 Punkte.

5. Fiir jede Bewegung mittels move (unabhidngig da-
von, ob erfolgreich oder nicht) erhélt der Roboter
—1 Punkt (der Roboter soll moglichst effizient die
Wohnung reinigen.

Fiir alle weiteren Situationen betrdgt die Belohnung 0
Punkte.
Abbildung 77 zeigt ein Zustandsiibergangsdiagramm zu

Dye = (Sve,Ave, Pye,Ryc,51, St = {s')), das die obige Be-
schreibung formalisiert.
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charge 1.0/0
charge 1.0/ -7

clean 0.2/0
move 0.1/ -1

clean 1.0/ -2
move 0.1/ -1

move 0.9/ -1

clean 0.2/0
move 0.1/ -1
charge 1.0/ —
5

1.0/ -2 mo-
[ Dwe01/-1
charge
1.0/-5

charge 1.0/ =7

clean 1.0/ -2

clean 0.2/0 move 0.1/ -1
move 0.1/ -1
move 0.9/ -1
clean
clean 0.2/0 10/ -2 mo-
move 0.1/ -1 :
ve 0.1/ -1
charge 1.0/ — ’ charge
> 1.0/-5

Abbildung 77: Zustandsiibergangsdiagramm zu Dy =
(SVC,AVC,PVC,RVC,si’l,Sﬁ,C = {s'}) aus Beispiel 78. Eine Kan-
tenbeschriftung ap/r von einem Knoten s zu einem Kno-
ten s’ kodiert Pyc(s,a,5") = p und Ryc(s,a,s") = r. Nicht-
gezeichnete Zustandsiibergiange (z. B., von si’l zu s;’l bei
Ausfiihrung der Aktion clean) haben Wahrscheinlichkeit
0.

Um den Agenten in einem MDP zu steuern, besitzt
dieser eine Strategie (engl. policy), die (im einfachsten Fall)
tiir jeden Zustand die auszuwéhlende Aktion bestimmt.

Definition 30. Sei D = (S,A,P,R,s°,S!) ein MDP. Eine Stra-
tegie 1t fiir D ist eine Funktion 7t: S\ S' — A.

Eine Strategie m nach obiger Definition ist eine sog.
konstante Strategie. Gegebenenfalls kann es sinnvoll sein,
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probabilistische Strategien zu betrachten, d. h., Strategi-
en, die zu jedem Zustand eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung tiber die auszuwéahlende Aktion vorhalten. Wir
beschiftigen uns hier allerdings zunichst nur mit kon-
stanten Strategien.

Beispiel 79. Wir fithren Beispiel 78 fort. Eine mogliche
Strategie fiir den Staubsaugerroboter ist gegeben durch
Tlye Mit

1) = Ttve(sy”) = Tive(sy) = Tiwelsy ) = clean

Tlye(S Tty (S

0,1 1,0
Tive(s]) = Ttve(Sy )—nvc(s ) move

Tlye (s1 ) = charge

Mit anderen Worten, ist der Roboter in einem verschmutz-
ten Raum, so wird stets die Aktion clean gewdhlt. Ist
der aktuelle Raum sauber und der andere verschmutzt,
so wird in den anderen Raum gewechselt. Sind beide
Radume sauber, so wird gegebenfalls zundchst in Raum r4
gewechselt und dort dann aufgeladen.

Die Aufgabe eines Offline-Lernverfahrens besteht dar-
in, zu einem gegebenen fixen MDP D eine optimale Strate-
gie 1i* zu erlernen. Optimalitét ist hierbei definiert durch
die maximale akkumulierte erwartete Belohnung, die der
Agent durch Nutzung der Strategie erhilt. Um dies ver-
niinftig definieren zu kdnnen, benétigen wir noch einige
weitere Konzepte.

Definition 31. Sei D = (S,A,P,R,s’, ') ein MDP. Eine Epi-
sode e in D ist eine (potentiell unendliche) Folge

€= (SOIa]./sl/a2/szl' . )
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mit sg,s1,52... € S\ St und aq,45, ... € A.3! Die Wahrschein-
lichkeit P(e) ist definiert durch

P(e) = H P(si-1,4,8i)

>0

Eine Episode e représentiert einen ,Lauf” durch den
MDP D, wenn der Agent in sy nacheinander die Aktio-
nenap,ay,...ausfithrt und dabei jeweils in den Zustdnden
s1,52,... landet. Eine Episode e heifit initial, wenn sy = s°
gilt. Eine Episode e heifst terminierend, wenn e = (sg,a1,51,
a,5,...,an,5,) und s, € S gilt. Der unendliche Fall tritt
beispielsweise fiir den Roboter aus unserem Staubsau-
gerbeispiel auf, wenn dieser permanent nur die move-
Aktion ausfiihrt oder wenn eine move-Aktion permanent
tehlschlagt (wobei fiir solch eine Episode die Wahrschein-
lichkeit gegen 0 geht).

Jede Episode akkumuliert Belohnungen tiber die Zeit
und die Summe aller Belohnungen nennen wir Nutzen
der Episode (engl. utility oder auch return).

Definition 32. Sei D = (S,A,P,R,s%,5!) ein MDP und e =
(s0,a1,51,42,52,...) eine Episode in D. Fir y € [0,1] heifst
Uly) (e) definiert via

Ulyj(e) = Z Y IR(si-1,84,5)

i>0
der mit y diskontierte Nutzen von e in D.

Den Parameter y in der obigen Definition nennt man
auch Discountfaktor und wagt den Nutzen frither Beloh-
nungen gegen den Nutzen spdterer Belohnungen ab. Bei
kleinen Werten von y werden Strategien bevorzugt, die

31 Ist (sg,a1,51,a2,52, .. .,4,5,) endlich, so darf s, auch in S! sein.
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schnell hohe Belohnungen erhalten, wéahrend bei grofse-
ren Werten ,nahe 1” spitere Belohnungen auch wichtig
werden. Ublicherweise wihlt man fiir y einen Wert echt
kleiner als 1, der aber immer noch recht nahe an 1 ist
(beispielsweise 0.9 oder 0.99). Fiir Werte echt kleiner als
1 ist es auch gewdhrleistet, dass U)[/)(e) stets endlich ist,
selbst bei unendlich langen Episoden mit positiver Wahr-
scheinlichkeit.

Beispiel 80. Wir fiihren Beispiel 79 fort. Betrachten wir
die folgende (initiale und terminierende) Episode e, de-
finiert durch

0,1 0,1

| ,move,s,”, 0.0

clean,s2 ,

e = (s}’l, clean, s move,s(l)’o, charge, St)

Der Roboter reinigt also zundchst Raum 1, wechselt dann
in Raum ry, reinigt diesen, wechselt wieder in Raum rq
und ladt sich dann auf. Alle Aktionen sind hier also er-
folgreich. Wir erhalten als Wahrscheinlichkeit P,, hier

P(eq1) = P(s}’l, clean, sg'l)P(s‘l)rl, move, Sg’l) P( 52,1’ clean, sg’o)
p (Sg’o, move, S?’O)P(sg’o, charge,s")
=0.8-0.9-0.8-09-1.0
=0.5184

und mit y = 0.9 als Nutzen
U;;(el) = R(Si’l,clean, s(l)’l) + yR(s(l)’l,move, sg’l)+
yzp(sg'l, clean, sg’o) + 7/3R(sg’0, move, 5(1)’0)+
7/4R(s(1)’0, charge,s")
=10+0.9-(-1)+0.92-10+0.9%- (-1)+0.9*-0
=10-0.9+8.1-0.729
=16.471
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Schauen wir uns eine weitere Episode e; mit
ey = (si’l,clean,s}'l,clean, s(l)’l,charge,st)

an. Hier versucht der Roboter zundchst vergeblich, Raum
r1 zu reinigen. Nachdem es beim zweiten Versuch ge-
klappt hat, geht er direkt an die Ladestation. Wir erhalten

P(ey) = P(si’l,clean,si’l)P(si’l,clean, s(l)’l)P(sg)’l,charge,st )
=02-0.8-1
=0.16

und

uly;(ez) = R(si’l,clean,s}'l) + yR(sifl, clean, 5(1),1) +
Y*R(s), charge,s")
=0+0.9-10+0.9%(-7)
=9-5.67
=3.33

Nun kénnen wir den Nutzen einer Strategie 7 als den
erwarteten Nutzen aller durch 7 generierten Episoden
definieren. Eine Episode e = (sg,a1,51,42,52, ...) wird gene-
riert aus 7, geschrieben 7 ~ ¢, wenn 7(s;_1) = a; fiir alle i
gilt. Ist e zusétzlich initial, so schreiben wir 7t ~g e.

Definition 33. Sei D = (5,A,P,R,s%,5") ein MDP, y € [0,1]
und 7t: S\ §' — A eine Strategie fiir D. Der Nutzen U%(rc)
von 1t in D ist definiert durch

UL (1) = Enege (U (0))
= ) Ple)Ul(e)

Ti~p€
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Mit anderen Worten, der Nutzen U%(n) von 1 in D
ist der durchschnittliche Nutzen aller aus 7 generierten
initialen Episoden, gewichtet nach deren Wahrscheinlich-
keit.

Beispiel 81. Wir fiihren Beispiel 80 fort und betrachten
die Strategie v aus Beispiel 79. Beachten Sie, dass jede
von Tty generierte initiale Episode die folgende Struktur
e fiir alle ny,no, 13,14 € NT mit

0,1 0,1

g2 M3 M — (s}'l, clean, ... ,si’l,clean,s1 ,move,...,S

ni-mal np-mal

clean,..., sg'l, clean, sg’o, move, ..., 20

0,1

S2’

nz-mal ng-mal

s(l)'o,charge,st)

hat. Die einzelnen Episoden unterscheiden sich also dar-
in, wie oft das erste clean, das erste move, das zweite clean
und das zweite move fehlschlagen. Es gilt

(e = 0.271.0.8-0.1271-0.9-0.2%71- 0.8
0.171.09-1.0
=0.5184-0.2M+m72. (.12

und weiterhin

U% (enl M2,N3,14 )

ny+np—1 ny+np+ng+ng—1
_ -1 ny+ny+nz—1 i i
=y 10+y 10— Yy = y
i=nq i=ny+ny+ns
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Damit folgt

UJL/) (Ttye) = Z P(e"/1213,014) U%/) ("2 134

?’11,7’12,713,7’14EN+

)3

7’11,1’[2,}’13,}’14EN+

0.5184-0.2M*"2. () 124142

()/nl_l 10 + yn1+n2+n3—1 10_

ny+np—1 ny+np+nz+ng—1

), 7'~

i=1’ll izl’ll +ny+ns
Mit numerischen Methoden erhalten wir Ug(nvc) ~15.53.

Ein Strategie 7* ist nun optimal, wenn sie den Nutzen
maximiert:

7" = argmax U%(n)
T

Eine naive Methode, eine optimale Strategie zu bestim-
men, besteht darin, fiir alle moglichen Strategien ihren
Nutzen zu berechnen und eine Strategie mit maxima-
lem Nutzen auszuwéhlen. Betrachten wir nur konstante
Strategien, so ist deren Anzahl |A||S\St| und dies macht
natiirlich diese naive Methode nicht praktikabel. Im Fol-
genden werden wir uns zwei effektivere Verfahren zur
Ermittlung einer optimalen Strategie 7%, fiir den Fall, dass
der MDP D bekannt ist, anschauen.

4.1.2 Iterative Entwicklung der Zustandsnutzen

Das Verfahren der iterativen Entwicklung der Zustands-
nutzen (engl. value iteration, VI) benutzt eine Charakteri-
sierung von optimalen Strategien durch den Nutzen von
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Zustinden. Wir haben zuvor schon den Nutzen von Episo-
den und Strategien definiert. Der Nutzen eines Zustands
s bzgl. einer Strategie 7 ist definiert als der erwartete
Nutzen aller in s startenden Episoden.

Definition 34. Sei D = (5,A,P,R,s°,5") ein MDP, y € [0,1],
s€S,und 1t: S\ S! — A eine Strategie fiir D. Der Nutzen
U)[/)(s | ©) von s bzgl. 7w in D ist definiert durch

ulyj(s | 77) = ]En~e=(s,a1,sl,...) (ul)/)(e))
= ) POUNe
Ti~e=(s,a1,51,---)

Ist m* optimal, so schreiben wir statt U%(s | 7) nur
ll;;(s) (dies ist dann der optimale erwartete Nutzen von

S).

Beispiel 82. Wir fiihren Beispiel 81 fort. Wir konnen nach
den Uberlegungen dort leicht sehen, dass

UL (527 | 7tye) = U (1tve) ~ 15.529

gilt. Schauen wir uns den Zustand sg’o an (der Agent ist
in Raum r, und beide Rdume sind sauber). Jede von 7ty
in sg’o startende Episode ¢ (fiir m € IN) hat die Form

oM = (sg’o, move, s(l)’o, charge,s")

R
m-mal

und damit die Wahrscheinlichkeit
PE™) =09-01""1.1

und den Nutzen

m
(™ =-Y 0.9
i=1
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Es folgt

[e) m
(0 e == Y | (0.9 01"y 0.91'—1]

~ —1.099

Ist Uly)(s) tir alle s gegeben, so kann eine optimale
Strategie 7" wieder einfach durch

* — ’ ’ Y (a?
'(s) = argrﬁxze"sp(s,a,s )[Rs,0,8) +yU)]  (23)
S/

bestimmt werden. Mit anderen Worten, 7* wihlt in je-
dem Zustand s die Aktion aus, die im Erwartungsfall in
einen Zustand mit hohem Nutzen fiihrt. Der VI-Ansatz
versucht nun die Werte U%(s) iterativ zu bestimmen,
um daraus eine optimale Strategie ableiten zu konnen.
Zentral dafiir ist der folgende rekursive Zusammenhang
zwischen den Zustandswerten, der aus der obigen Cha-
rakterisierung der optimalen Strategie einfach abgeleitet
werden kann:

Ul (s) = r?;‘xZP(s,a,s’) [Rs,a,s)+yUps)] @4
s’eS

Mit anderen Worten, der Nutzen von s ist gleich der
Summe des erwarteten Nutzens der direkten Belohnung
und des erwarteten Nutzens des Folgezustands, gegeben,
dass der Agent die beste Aktion ausfiihrt. Gleichungen
der Form (24) nennen wir Bellmann-Gleichungen und sie
bilden einen wichtigen Bestandteil fiir die Entwicklung
von Algorithmen. Die Bestimmung der Werte U’é(s) ftir
alle s € S (und damit die Bestimmung einer optimalen
Strategie) kann nun als Gleichungssystem mit |S| Glei-
chungen der Form (24) und |S| Unbekannten (den Wer-
ten Ug(s) tir alle s € S) dargestellt werden. Dieses Glei-
chungssystem ist allerdings nicht-linear (aufgrund des
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Algorithmus 10 Der VI-Algorithmus (value iteration)

Eingabe: MDP D = (S,A,P,R,s%,S"),y€[0,1], Ne N
Ausgabe: Optimale Strategie r* fiir D

VI(D,y,N)

1: up(s):=0farallese S

2:1:=0

3: repeat

4 Ui+1(S) := MaXgea Zs’eS P(s,a,s’) [R(S/ a,s’)+ )/lei(S’)]
(fur alles € S)

5: i++

6: untili > N

7: U'(s) = argmaxgea ).sesP(s,a,8")[R(s,a,8") +yun(s')]
(fiir alle s € S\ S)

8: return 77*

max-Operators) und ermoglicht keine direkte analytische
Losung. Durch die Nutzung iterativer Techniken kann
die Losung jedoch beliebig genau approximiert werden.
Dabei kann (24) folgendermafien als Update-Regel be-
nutzt werden. Definiere Startnutzen uy(s) := 0 und setze
tiri>0

Uis1(5) := r;gx;spw,a,s’) [R(s,a,8') +yui(s)] (25

Die Regel (25) nennt man auch Bellmann-Update und es
kann gezeigt werden, dass die Folge der u; gegen die
Nutzen der Zustande konvergiert.

Theorem 4. Fiir alles € S, lim;_, o, t;(s) = Uly)(s).

Der VI-Algorithmus ist in Algorithmus 10 abgebildet.
Dieser Algorithmus aktualisiert iterativ die Zustandsnut-
zenwerte und leitet anschlieflend eine Strategie ab. Da
es sich um ein approximatives Verfahren handelt, ist es
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natiirlich nicht gewéhrleistet, dass die berechnete Stra-
tegie tatsdchlich optimal ist. Mit dem zusétzlichen Pa-
rameter N wird bei dem Algorithmus die Anzahl der
Iterationen (und damit die Genauigkeit des Ergebnisses)
gesteuert.>

Beispiel 83. Wir fiihren Beispiel 82 fort. Wir setzen initial

11 1,1 1,0 1,0 0,1 0,1
1/[0(51 ) = uO(Sz ) = l/lo(Sl ) = I/lo(SZ ) = 1/[0(51 ) = uO(Sz )

= u(s>°) = u(sY°) = up(s") = 0

und berechnen fiir y = 0.9 exemplarisch (beachten Sie,
dass wir nur Zustandsiibergdnge mit positiver Wahr-
scheinlichkeit in den Summen aufzdhlen)

ul(si’l) = max{
P(si’l,move,si'l) [R(si'l,move,si’l) + yuo(si'l)] +

1,1 1,1 1,1 1,1 11
P(sy",move,s, )[R(s1 ,move,s,”) + yuo(s, )],

P(si’l,clean,si’l) [R(s}'l, clean,si’l) + yuo(si’l)] +
P(s}’l,clean,s(l)’l) [R(si’l, clean,s?’l) + yuo(sg’l)] ,

P(si’l,charge,st) [R(si’l,charge,st) + yuo(st)] }

= max({
0.1[-1+0.9-0]+0.9[-1+0.9-0],
0.2[0+0.9-0]+0.8[10+0.9-0],
1[-7+0.9-0]}

=max{-1,8,-7} =8

32 Alternativ kann man den Algorithmus so abandern, dass bei Un-
terschreitung einer Fehlergrenze bei der Aktualisierung der Zu-
standswerte der Algorithmus abgebrochen wird.
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4.1.3 Iterative Strategieentwicklung

Der VI-Ansatz aus dem vorherigen Abschnitt bestimmt
die Strategie 7" erst im letzten Schritt des Algorithmus,
vgl. Algorithmus 10. Dabei kann es vorkommen, dass
die Nutzenwerte u; tatsdchlich schon zu genau berech-
net wurden und die Strategie prinzipiell frither schon
als optimale Strategie erkannt werden kann. Wir schau-
en uns nun einen weiteren Algorithmus, die sogenannte
iterative Strategieentwicklung (engl. policy iteration, PI) an,
die zusétzlich zur Berechnung der Nutzen der Zustdande
direkt auch die Strategie berechnet. Der Algorithmus
verfahrt dabei iterativ in zwei Schritten, der Strategie-
evaluation (engl. policy evaluation) und der Strategieverbes-
serung (engl. policy improvement). Ausgehend von einer
beliebigen Strategie mp werden zunéchst die Nutzen der
Zustdnde bzgl. dieser Strategie ausgewertet. Anschlie-
Send werden diese neuen Nutzenwerte benutzt, um eine
neue Strategie zu berechnen.

Fiir die Berechnung der Nutzenwerte der Zustdnde
bzgl. einer Strategie 7t (siehe Definition 34) konnen wir in
dhnlicher Weise wie in Gleichung (24) einen rekursiven
Zusammenhang erfassen:

(s 1) =) P(s,m(s),") [R5, m(s),8") + yUy(s” | )]
s’eS

(26)

Mit anderen Worten, der Nutzen eines Zustands bzgl. ei-
ner Strategie ist die Summe {iiber alle direkten Belohnun-
gen der moglichen Nachfolgezustinde, die durch einma-
lige Anwendung der Strategie erreicht werden konnen,
und der diskontierte Nutzen, wenn die Strategie in den
Nachfolgezustdnden fortgefiihrt wird (jeweils gewichtet
nach der Wahrscheinlichkeit der jeweiligen Zustande bei
Ausfiihrung der Aktion 7(s)). Die Bellmann-Gleichung
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(30) beschreibt wieder ein Gleichungssystem mit |S| Glei-
chungen und |S| Unbekannten. Anders als (24) ist das
durch (30) beschriebene Gleichungssystem linear, kann
also mit Methoden der linearen Programmierung effi-
zient gelost werden. Bei sehr grofien Zustandsrdumen
skaliert die exakte Berechnung von (30) allerdings wenig
gut. Hier konnen wir auch auf eine iterative Berechnung
zuriickgreifen. Definiere Startnutzen u(s, 1) := 0 und set-
ze fliri >0

i1 (5,70) 1= Z P(s,m(s),') [R(s,(s),8") + yui(s’, )] (27)
s’eS
Es kann auch wieder gezeigt werden, dass die Folge der
u; gegen die Nutzen der Zustdnde konvergiert.

Theorem 5. Fiir alle s € S und eine beliebige Strategie T,
limi—)oo ui(sl 7—() = ul);(s | T()'

Haben wir fiir eine Strategie 7; die Werte LI;;(S | 7;)
nach obigem Schema berechnet, konnen wir nun wie bei
(33) eine neue Strategie ;41 durch

. — / ’ Y (7 .
Mis1(5) = argrg;xze"sms,a,s )|Rs,a,8)+yUp(s 1)
Sl

(28)

bestimmen, fiir allea € S\ St. Hervorzuheben ist hier, dass
die Bestimmung der Strategie i’ unter Verwendung der
Nutzenwerte der Zustdnde bzgl. einer anderen Strategie
(r) erfolgt. Allerdings gilt auch hier, dass diese iterative
Berechnung schlussendlich immer zur optimalen Strate-
gie fiihrt.

Theorem 6. Sei Tt eine beliebige Strategie und m; fiir i >0
wie in (28) definiert. Dann ist

lim i; =

1—00

wohldefiniert und optimal.
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Algorithmus 11 Der PI-Algorithmus (policy iteration)

Eingabe: MDPD = (S,A,PR,s%,Sh, y €[0,1]
Ausgabe: Optimale Strategie 7" fiir D
PI(D,y)
1: Setze mp beliebig
2:1=0
3: repeat
4 Fiir alle s € S\ Sf, bestimme U%(s | 7t;) (bspw. via (27))
5 Fiir alle s € S\ S, m;31(s) = argmaxgea Y.ges P(s,4,8)
[R(S,Q,S/) + Vué(s, | Tci)]
1+ +
until 77; = 7;_q
8: return 77;

N

Algorithmus 11 formalisiert die obigen Ideen. Im Ge-
gensatz zum VI-Algorithmus kdnnen wir hier leicht die
Terminierung des Algorithmus bestimmen. Sobald die
neu berechnete Strategie 7; gleich der zuvor berechneten
Strategie 7t;_1 ist, haben wir einen Fixpunkt der Gleichun-
gen (30) und (28) erreicht und konnen den Algorithmus
abbrechen.

Beispiel 84. Wir fiithren Beispiel 83 fort und setzen die
initiale Strategie 7 via

1,1y _ 1,1y _ 1,0y _ 1,0y _ 0,1y _ 0,1
7—(0(51 ) = T(O(Sz ) - TCO(Sl ) = 7—(0(52 ) - ﬂo(Sl ) - 710(52 )
= no(s(l)’o) = no(sg’o) = move

Die Nutzenwerte U%(s | ) fiir s € S\ S* und y = 0.9 be-
rechnen sich zu

1,1 _ 1,1 _ 1,0 _ 1,0
u%(sl | 7—(0) - ug(sz | T(O) - u;;(sl | 710) - u%(sz | 7—(0)
0,1 _ 0,1 _ 0,0
= U%(Sl | T(O) - u%/)(sz | 7T()) - ug(sl | 7-(0)

= U)(s9" | mp) ~ -10
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Nach (28) ergibt sich dadurch fiir die neue Strategie 71:

7'(1(50 0) = n1(51 0) = 711(50 1) = move
7'(1(5 ) = charge
711(51 1) = 711(51 0) = 711(5l 1) = nl(sg’l) = clean

Die neuen Nutzenwerte Ug(s | 711) fiir s € S\ S* berechnen
sich zu

(s, |m1) ~ 13513
Ul (sy' | 1) ~ 16.416
U (s, | 1) ~ 9.756
U (sy’ | 1) ~ 7.585
U (s [ 1) ~ 6.726
Uy (s" | mtp) ~ 8.791
U (s2° | my) ~ 0.0

Uy (s5° | 1) ~ —1.099

Nach (28) ergibt sich dadurch fiir die neue Strategie m:

n2(30 0) = 712(31 0) = nz(so 1) = move
nz(s ) = charge
712(51 1) = 712(51 0) = 712(51 1) = nz(sg’l) = clean

11» wird in der nidchsten Iteration nicht mehr verbessert
und stellt damit die optimale Strategie dar.
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4.2 Passives Reinforcement Learning

Die im vorherigen Unterkapitel diskutierten Methoden
lernen eine optimale Strategie ¥, gegeben, dass ein kor-
rektes (wenn auch probabilistisches) Modell der Umge-
bung in Form eines Markov-Entscheidungsprozesses zur
Verfiigung steht. Die Verfiigbarkeit eines solchen Modells
ist jedoch in den meisten realistischen Anwendungssze-
narien nicht gegeben: ein Staubsaugerroboter hat tib-
licherweise keinen Lageplan der zu reinigenden Woh-
nung (zumindest zu Beginn seiner Existenz) und ein
Schachspieler kein Modell der gegnerischen Strategie.
Neben der Nichtverfiigbarkeit eines Modells der Umge-
bung haben die Methoden des vorherigen Unterkapitels
einen weiteren Nachteil, ndmlich deren hohe Lernzei-
ten. Schach besitzt beispielsweise ungefihr 10*° Zustinde
(=verschiedene Stellungen auf dem Spielbrett) und eine
einzige Iteration des SI-Algorithmus miisste bereits die
Nutzenwerte aller dieser Zustdnde bzgl. einer initialen
Strategie approximieren. Im Folgenden werden wir uns
allerdings ausschliefllich auf den erstgenannten Aspekt
beschrianken und Ansétze diskutieren, die eine optima-
le Strategie erlernen, ohne ein Modell der Umgebung
zu nutzen. Dabei werden wir uns im aktuellen Unterka-
pitel auf Methoden des passiven Reinforcement Learnings
beschranken, d. h., Methoden, die bereits eine festgelegte
Strategie annehmen und ausschlielich die Nutzenwer-
te der Zustinde erlernen (die anschlieffend dann auch
zur Verbesserung der Strategie genutzt werden konnen).
Im néchsten Unterkapitel schauen wir uns aktives Rein-
forcement Learning an, bei dem wéahrend des Lernens der
Nutzenwerte auch direkt die optimale Strategie erlernt
wird.
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4.2.1 Probeliufe und Zustandsnutzen

Sei 7t eine Strategie. Das Ziel der folgenden Methoden ist
die Bestimmung des Nutzens Ug(s | ) aller Zustdnde s €
S\ §' bzgl. 7t eines unbekannten Markov-Entscheidungs-
prozesses D = (S, A, P,R,s% St (und fiir einen gegebenen
Discountfaktor y). Nach Definition 6 aus Unterkapitel 4.1
ist U%(s | 71) definiert als

Upsim= ), PO) Y 'RGas)  (29)

i~e=(s,a1,51,---)

Die Aufgabe des passiven Reinforcement Learnings ent-
spricht also der Strategieevaluation aus Abschnitt 4.1.3,
mit dem Unterschied, dass die Effekte von Aktionen (al-
so insbesondere die Transitionswahrscheinlichkeiten P)
zundchst nicht bekannt sind. Um Ug(s | 7) zu lernen,
fihrt der Agent eine Anzahl von ,Probeldufen” in der
Umgebung aus und protokolliert sowohl die besuchten
Zustdnde als auch die erhaltenen Belohnungen.

Definition 35. Sei : S — A eine Strategie bzgl. einer
Menge von Zustdnden S und einer Menge von Aktionen
A. Eine Beobachtung o ist ein Tupel 0 = (s,a,s’,r) mits,s’ € S,
a€A,r € R.Eine Beobachtungo = (s,a,s’, r) ist m-induziert,
falls a = n(s). Ein Probelauf O bzgl. m ist eine (endliche)
Sequenz O = (04, ...,0,) mit m-induzierten Beobachtungen
0; = (si,ai,sl’.,ri) mit sz’. =s;, furi=1,...,n-1.Fury€[0,1]
definiere

n
rew,(0) = Z yi‘lri
i=1

Eine n-induzierte Beobachtung o = (s,a,s’,r) sagt, dass
im Zustand s, nach Ausfithrung der Aktion a = 7(s) der
Agent in den Zustand s’ gewechselt ist und eine Be-
lohnung r erfahren hat. Ein Probelauf O ist dann eine
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Reihe von Beobachtungen unter Ausfiihrung der Stra-
tegie 7. Beachten Sie, dass ein Probelauf eine direkte
Entsprechung zu einer (initialen) Episode hat, ein Pro-
belauf enthdlt nur noch die zusitzlichen Informationen
zu Belohnungen. Der Wert rew, (O) ist dann die gesam-
te erhaltene Belohnung bzgl. des Discountfaktors y. Die
Lernaufgabe besteht nun darin, aus einer Reihe von Pro-
beldufen Oy, ...,0,,, die Werte U%(s | 77) fiir alle s € S\ Sf
Zu approximieren.

Beispiel 85. Wir betrachten wieder das Beispiel des Staub-
saugerroboters aus Unterkapitel 4.1. Insbesondere ist die
Menge der Zustdnde Sy gegeben durch

_ (11 11 01 01 10 1,0 00 00 _t
SVC_{ 1 152 151 152 /Sl ’SZ /Sl 'SZ 7 }

und die Menge der Aktionen A, ist
Ay = {move, clean, charge}

Wir betrachten weiterhin die Strategie 7ty mit

1

11 0 11 0,1
7Tvc(sl )= T(VC(Sl )= T(VC(SZ )= nVC(Sz ) = clean
1,0

nvc(s(l)’l) = Tlye(Sy") = nVC(sg’O) = move
nVC(s(l)’O) = charge
und die folgenden drei Probeldufe

O = ((s}’l,clean,s(l)’l,IO), (s(l)’l,move,so’1 1),

2
(sg’l, clean,sg’o, 10), (SS’O, move, s(l)’o, -1),
(5(1)’0, charge, st 0))

O, = ((Si’l,clean,s}’l,O), (si’l,clean, S(l)'l, 10),
(5(1)'1, move, 5(1)’1, -1), (sg'l, move, sg’l, -1),
(sg’l, clean, sg’o, 10), (sg’o, move, 5(1)’0, -1),

(sg’o, charge,s',0))
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11 1 1 1
O3 = ((s; ,clean,s(l) ,10),(5(1) ,move,s? ,—1),

0,1 0,1 0,1 0,1
(s1 ,move, s, ,—1),(51 ,move, s, ,—1),

(sg’l, clean,sg’o, 10), (sg’o, move, 5(1)’0, -1),

(s(l)’o, charge, st 0))

Probelauf O; entspricht dem erwarteten Ablauf (der Ro-
boter reinigt zundchst Raum r1, bewegt sich anschliefiend
in Raum r», reinigt diesen, kehrt zurtick in Raum r;, und
ladt sich auf). Die Probeldufe O, und O3 enthalten dage-
gen einige fehlgeschlagene Aktionen.

Nach der Definition von Ué(s | ), siehe Gleichung
(29), ist der Nutzen eines Zustands (bzgl. einer Strategie
1) das gewichtete Mittel aller Episoden, die in diesem
Zustand starten. Taucht ein Zustand s in einem Probelauf
O auf (aufler an letzter Stelle), so enthélt O als Teilsequenz
eine Episode, die in s startet (eventuell auch mehrere, falls
s mehrmals in O besucht wurde). Ué(s | 7) kann dann
durch den Durchschnitt der Nutzen dieser beobachteten
Teilsequenzen approximiert werden.

Definition 36. Sei O ein Probelauf mit O = (0y,...,0,),
0; = (si,a;,s},r;) (firi=1,...,n) und s € S\ §' ein Zustand.
Definiere die Menge O; durch

Os = {(0k---,0n) | s = s}

Fiir eine (Multi-)Menge O = {O1,...,0™} an Probelidufen
definiere die Multimenge

Os=0!u...uo"
und

L oco,7ey(0)
ot 1m= =g
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Beispiel 86. Wir fithren Beispiel 85 fort und betrach-
ten den Zustand 5(1)’1. Dieser Zustand kommt (als erste
Komponente einer Beobachtung) einmal in O, zweimal
in Oy und dreimal in O3 vor. Insgesamt gibt es also 6

(Teil-)Probelédufe die in 52’1 starten:

Os(l),l = {((5(1)'1, move, sg’l, -1), (sg’l, clean, sg’o, 10),

0,0 0,0 0,0
(s2 ,move, s ,—1),(s1 ,charge,st,O)),

0,1 0,1
((sy",move,s ", —

(sg’l, clean, sg'o, 10), (5(2)’0, move, s(l)’o, -1),

0,1 0,1
1),(sy",move,s,”",—1),

(s(l)’o, charge, st 0)),

(7", move,s,",~1), (5" clean,s)°,10),

0,0 0,0 0,0
(52 ,1move, s; ,—1),(s1 ,charge,st,O)),

((5%1' move,s(l)'ll -1), (S?’l, move, 5(1]'1, -1),
(52'11 move,sg'l, -1), (Sg’l, clean,sg’o, 10),

0,0 0,0 0,0
(s2 ,move, s; ,—1),(s1 ,charge,st,O)),

0,1 0,1 0,1 0,1
((s1 ,move, s, ,—1),(s1 ,move, s, ,—1),

(sg’l, clean, sg'o, 10), (sg’o, move, s(l)’o, -1),
(s(lJ’O, charge, st 0))

0,1 0,1 0,1 0,0
((s1 ,move,s,”,—1),(s, ,clean,s2 ,10),

0,0 0,0 0,0
(s,",move,s,”,~1),(s,",charge,s',0))}

Wir erhalten weiterhin (fiir y = 0.9)

UL | 7tve)
= %(3(—1 +0.9-10+0.9%(-1)+0.9%-0)+
2(-1+0.9(-1)+0.9%-10+0.93(-1) + 0.9*- 0)+
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(=1+0.9(-1) +0.9%(-1) + 0.9°- 10+ 0.9*(-1) + 0.9° - 0))
1
~ 2(3:7.19+2:5471+3.924) ~ 6.073

Fiir eine gentigend grofie Anzahl an Probeldufen in O
kann gezeigt werden, dass die Werte Ué(s | ) gegen die

tatsdchlichen Werte Ug (s| ) des generierenden Markov-
Entscheidungsprozesses D konvergieren. Der obige An-
satz hat allerdings zwei grundlegende Nachteile. Zum
einen konnen nattirlich nur die Werte Ug(s | 1) berechnet
werden, fiir die s in einem Probelauf vorkommt. Fiir un-
gesehene Zustdnde s konnen also keine Werte Ué(s | )
approximiert werden. Zum anderen nutzt die Approxi-
mation tiber U(y)(s | 1) nicht die Zusammenhidnge zwi-
schen den Zustdnden aus. Der Nutzen eines Zustands s
ist direkt abhédngig von den Nutzen seiner direkten Nach-
folgezustdnde und die Definition von U’ (s| m) als Durch-
schnitt der Nutzen aller beobachteten Probeldufe berech-
net diese Nutzen fiir jeden Zustand s unabhdngig von al-
len anderen Zustianden. In der Praxis bedeutet dies, dass
eine Berechnung von U}S(s | 7) via Ug(s | 7) tiblicherweise
nur sehr langsam konvergiert. Wahrend der erste Nach-
teil inhédrent fiir alle Methoden des passiven Reinfor-
cement Learnings ist (da wir ja eine feste Strategie an-
nehmen und dadurch tiblicherweise nicht alle moglichen
Zustande sehen werden), konnen wir durch alternative
Methoden den zweiten Nachteil umgehen. Solche Metho-
den schauen wir uns in den nachsten beiden Abschnitten
an.

4.2.2 Adaptive dynamische Programmierung

Bei der adaptiven dynamischen Programmierung ma-
chen wir uns den rekursiven Zusammenhang zwischen
den Nutzen der Zustidnde bzgl. der Strategie 7 zunutze.
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Dieser rekursive Zusammenhang ist durch die Bellmann-
Gleichung (4) aus Abschnitt 4.1.2 gegeben, die wir hier
noch einmal wiederholen:

(s 1m) =Y P(s,m(s), ") [Rs,m(s),8") + yUp(s” | )]
s’eS

(30)

Aus einer gegebenen Menge von Probeldufen O = {O', ...,
O™} kénnen wir dazu zunéachst die Werte P(s, 11(s),s”) und
R(s, m(s),s’) tiir alle beobachteten Zustdnde s und s” ap-
proximieren. Anschlieflend konnen wir das durch Glei-
chung (30) aufgestellte Gleichungssystem nach den un-
bekannten Werten Ug(s | 1), beispielsweise mit den in
Abschnitt 4.1.2 genannten Methoden, 16sen.

Um aus einer Menge von Probeldufen O = (OL,...,0m)
die Wahrscheinlichkeiten P(s,7(s),s’) zu approximieren,
zdhlen wir einfach, wie oft wir nach Ausfithren der Ak-
tion 7(s) in Zustand s den Zustand s’ beobachten und
nehmen die relative Haufigkeit.

Definition 37. Sei O = {Ol,.’..,Om}' eine Menge von Pro-
belaufen (bzgl. 7) mit O/ = (o, .. .,o;j), ol =(s],m(s)),(s")), 7))
(furj=1,...,mundi=1,...,n; fiir passende ). Definiere
o] |s] =s,(s") =5}

Po(s,m(s),s) = —
o] |s] = s}|

Falls |{0£ | S{ = s}| = 0, definiere P(s, 7(s),s”) = 0.

Um R(s,m(s),s’) zu bestimmen, schauen wir in O =
{O1,...,0™}, ob wir einen Zustandswechsel von s nach
s’ beobachtet haben und nehmen die beobachtete Beloh-
nung.33

33 Beachten Sie, dass wir stets fixe Belohnungen fiir einen Zustands-
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Definition 38. Sei O = {Ol,.:.,Om} eine Menge von P}'Q‘
beldufen (bzgl. i) mit Ol = (oi,...,o,ﬂj), 01]. = (sg,n(sl].), (S’)lj.,rl].)
(furj=1,...,mundi=1,...,n; fiir passende ). Definiere

r{ fiir beliebige 7, j mit s{ =5
Ro(s,m(s),s") = und (S/)l]. =3
0 sonst

Nun konnen wir das durch

(s 1m) =Y Pols,m(s),s) [Rols, m(s),s") +yUL(s" 1 7))
s’eS

(31)

definierte Gleichungssystem mit den Methoden aus Ab-
schnitt 4.1.3 16sen. Es kann weiterhin gezeigt werden,
dass bei einer ,geniigend grofien” Anzahl an Probeldufen
die Werte C[();(S | ) gegen die tatsdchlichen Werte U)é(s |
nt) des generierenden Markov-Entscheidungsprozesses
konvergieren.

Beispiel 87. Wir fithren Beispiel 86 fort. Hier war O =
{O1,07,03} gegeben durch (siehe auch Beispiel 85):

0O, = ((si’l,clean,s(l)'l, 10), (sg’l,move, o1 1),

27
(sg’l, clean, sg’o, 10), (sg’o, move, s(l)’o, -1),
(s(l)’o, charge, st 0))

wechsel annehmen: falls ein Zustandswechsel von s nach s’ mehr-
mals beobachtet wurde, so miissen alle erhaltenen Belohnungen
gleich sein.
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O; = ((s}’l,clean,si’l,O), (s}'l,clean,s(l)’l,10),

(sO’1 move,s(l)’l, -1), (s(l)’l, move, o1 1),

17 o
(3", clean,s3?,10), (s3°, move,s)?, 1),
(s7°, charge,s',0))
O3 = (1", clean,s%",10), (%", move, s, -1),
(s, move, s}, —1), (s} move, sy, 1),
(sg’l, clean,sg’o, 10), (SS'O, move, 5(1)'0, _1),
s(l)’o,charge,st,()))

In den obigen Probeldufen gibt es ingesamt vier Beobach-
tungen, bei denen der Agent in Zustand si’l die Aktion
Tive = clean durchfiihrt. Bei drei von diesen vier Beobach-
tungen landet der Agent in Zustand 5(1)’1 und bei einer

Beobachtung wieder in Zustand si’l. Wir erhalten also

>, 1,1 1,1y .01\ _
pO(Sl ,N(Sl )151 )_

= =W

5 A1 11y 11
Po(sy”,m(sy7),8,7) =
und Po(si’l,n(s%’l),s’ ) = 0 fiir alle tibrigen Zustdnde s’.
Weiterhin erhalten wir

>, 1,1 1,1y 01y _
RO(Sl /T((Sl )151 )_10

Ro(sy",mlsy),s11) =0
Die Berechnung der iibrigen Werte fiir Py und Ry ge-
schieht analog.

4.2.3 Temporal Difference Learning

Ein Nachteil der bisherigen Methoden zum passiven Re-
inforcement Learning ist, dass zundchst die in den Pro-
beldufen enthaltenen Informationen extrahiert werden
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und anschlieffend die Nutzen aller Zustdande berechnet
werden. Bei grofien Zustandsrdumen kann dieses Vor-
gehen zu sehr langen Laufzeiten fithren und nicht mehr
praktikabel sein. Weiterhin ist es fiir typische Anwen-
dungsfélle auch nicht notwendig, den Nutzen aller Zu-
stinde (und damit die optimalen Aktionen fiir diese Zu-
stinde) zu bestimmen, da viele Zustdnde bei Ausfiihrung
einer optimalen Strategie niemals erreicht werden (bei-
spielsweise sind beim Schach Zustdnde, bei denen der
Gegner nur noch drei Spielfiguren hat, praktisch ausge-
schlossen). Das Temporal Difference Learning (TD) ist eine
allgemeine Methode beim Reinforcement Learning, die die
Nutzen der besuchten Zustdande wihrend der Probeldufe
in der Umgebung laufend aktualisiert. Viele in der Praxis
gebrdauchliche Algorithmen zum Reinforcement Learning
basieren auf dieser Methode und wir werden uns die ein-
fachste Instanz davon zur Bestimmung der Nutzenwerte
Uly)(s | ©) bzgl. einer festen Strategie © im Folgenden an-
schauen.

Ausgehend von einer beliebigen Initialisierung der
Nutzenwerte u” (s | ) fiir alle s € S\ S! (beispielsweise mit
0), ist die Grundidee von TD, dass bei jeder neuen Be-
obachtung o = (s, 7t(s),s’, ) der Wert u” (s | ) so angepasst
wird, dass er mit 0 kompatibel ist. Schauen wir uns dazu
ein kleines Beispiel an. Angenommen wir haben fiir zwei
Zustande s; und s, bereits Nutzenwerte u” (s | 1) = 7 und
u”(sy | m) = 2 approximiert und wir erhalten eine neue
Beobachtung o = (s1,7(s1),52,3). Falls der generierende
Markov-Entscheidungsprozess deterministisch wére,d. h.,
dass beim Ausfiihren der Aktion 7t(s1) in s; immer in den
Zustand sy gewechselt wird (also P(s1,7(s1),52) = 1), so
miisste nach Gleichung (30) die folgende Gleichung gel-
ten:

w’(s1|m) =3+yu(s2| 1)
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Fiir y = 0.9 evaluiert hier die rechte Seite der obigen Glei-
chung zu 3+0.9-2 = 4.8, ein Wert, der etwas kleiner als
unsere aktuelle Schatzung u”(sq | 1) = 7 ist. Da der Wert
uY(sp | m) auch eine Schitzung ist, sollten wir natiirlich
nicht u”(s1 | ) auf den Wert 4.8 setzen, aber die Beobach-
tung o zeigt, dass unsere aktuelle Schatzung u” (s | ) =7
vermutlich zu hoch ist und etwas ,nach unten korrigiert”
werden sollte, beispielsweise auf 1 (s; | 1) = 6. Die kon-
krete Updateregel des TD bei einer neuen Beobachtung
0= (s,m(s),s’,r) ist gegeben durch

ws|n) =u(s|n)+ar+yu’ (" |n)—u’(s|n)) (32)

wobei a € [0,1] der Lernparameter ist.

Die Regel (32) vergleicht den gerade beobachteten
Nutzen (r +yu” (s’ | m)) mit dem bisher geschatzten Nut-
zen u’(s | m)) und aktualisiert ihn entsprechend in die
richtige Richtung. Hierbei ist zu beobachten, dass die-
se Regel kein Modell der Umgebung, d.h., die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zustdnden, in
die Berechnung einbezieht. Dies geschieht bei TD impli-
zit, da bei vielen aufeinanderfolgenden Aktualisierun-
gen von u”(s | m) mittels (32) die Zielzustdnde s’ ent-
sprechend ihrer Verteilung unterschiedlich oft vorkom-
men und deswegen auch unterschiedlich stark einbezo-
gen werden. Ublicherweise ist der Lernparameter in (32)
nicht konstant, sondern wird mit steigender Anzahl von
Beobachtungen geringer>*. Ist dies der Fall, so kann wie-
der gezeigt werden, dass die Werte 1/ (s | 1) gegen die
tatsachlichen Werte L[;; (s| ) des generierenden Markov-
Entscheidungsprozesses konvergieren.

34 Beispielsweise a = 1/n wobei n die Anzahl der bisher gemachten
Beobachtungen ist.
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Beispiel 88. Wir fithren Beispiel 87 fort. Initial setzen wir
die geschétzten Nutzen aller Zustdnde auf 0:

1,1 1,1 0,0
uy(sl | Ttye) = uy(sz [ Ttye) = ... = uy(sz | Ttye) =0

Betrachten wir nun die erste Beobachtung (si’l, clean, sg’l, 10)
(dies entspricht der ersten Beobachtung aus dem Probe-
lauf O; aus Beispiel 85). Nach (32) erhalten wir (fiiry =0.9
und a = 0.5)

W (sy" | Tive)
= (577 | Tove) +a(10+yu? (577 | meue) =1 (577 | )
=0+0.5(10+0.9-0-0)=5

Der Wert uV(si’1 | tyc) wird also von der ersten Schatzung
0 auf die neue Schitzung 5 aktualisiert.
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4.3 Aktives Reinforcement Learning

Nachdem wir uns in den Unterkapiteln 4.1 und 4.2 mit
grundlegenden Fragestellungen und Teilprobleme des
Reinforcement Learnings beschaftigt haben, kommen wir
nun zu der eigentlichen Herausforderung, ndmlich des
Lernens der optimalen Strategie in einer nicht-determi-
nistischen und unbekannten Umgebung.

4.3.1 Exploration vs. Exploitation

Fiir die optimale Strategie n* gilt (siehe auch Gleichung
(1) aus Unterkapitel 4.1):

* _ ’ ’ YV (o
7T (s) = argr%ixszeép(s,a,s )[R(s,a,s )+yUny(s )] (33)

Mit anderen Worten, gegeben wir haben korrekte und
vollstindige Informationen zu den Nutzen aller Zustande
(LI%), zu den Belohnungen in den Zustdnden (R) und den
Zustandsiibergangswahrscheinlichkeiten (P), so sollten
wir in jedem Zustand die Aktion auswéhlen, die den er-
warteten Nutzen maximiert. Nun haben wir uns in Un-
terkapitel 4.2 mit Methoden beschéftigt, die zu einer ge-
gebenen Strategie m die Nutzen der Zustiande U%(s | 77)
berechnen und wir wissen, dass fiir die optimale Strategie
Uly)(s) = Uly)(s | 7*) gilt. Weiterhin haben wir bei dem An-
satz der adaptiven dynamischen Programmierung (siehe
Abschnitt 4.2.1) auch die Werte P(s,a,s") und R(s,a,s’) ap-
proximieren kénnen. Auf den ersten Blick wirkt es, dass
wir unter der Abschitzung von Ug(s) durch Ug(s | 7)
alle notigen Komponenten haben, um durch Gleichung
(33) die optimale Strategie zu ermitteln. Allerdings gibt
es hierbei zwei grundlegende Probleme:

1. Mit der adaptiven dynamischen Programmierung
konnen wir nur die Werte P(s,a,s”) und R(s,a,s”) fir
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a = 7i(s) approximieren. Da wir eine feste Strategie
angenommen haben, hat unser Agent keine Erfah-
rung, was andere Aktionen im Zustand s bewirken.

2. Eine Abschédtzung von Ujlg(s) durch Ug (s| m) fur
eine nicht-optimale Strategie 7 kann sehr fehlgelei-
tet sein. Stellen Sie sich einen Roboter vor, der den
schnellsten Weg aus einem Hochhaus finden soll. Ist
1t beispielsweise die Strategie, die vorschreibt in das
jeweilige ndchsthohere Stockwerk zu gehen und im
obersten Stockwerk den Fahrstuhl nach unten zu
nehmen und dann das Gebdude zu verlassen, so
hat der Zustand, bei dem sich der Agent im Erdge-
schoss befindet, bzgl. 7 einen sehr kleinen Nutzen
(schlieflich ist es fiir T noch ein weiter Weg bis zum
Ausgang). Fiir eine optimale Strategie 7" hitte die-
ser Zustand allerdings einen sehr hohen Nutzen, da
wir direkt zum Ausgang gehen konnten.

Ein wichtiger Aspekt des aktiven Reinforcement Learnings,
der auch die beiden obigen Punkte adressiert, ist die Ex-
ploration. Im Gegensatz zum passiven Reinforcement Lear-
nings ist es wichtig, in einem Zustand verschiedenste
Aktionen auszuprobieren, um zu erlernen, welche Ak-
tion tatsdchlich optimal ist. Sobald der Agent gelernt hat,
welche Aktionen zu welchen Zustinden fithren, kann
dieses Wissen ausgenutzt werden (engl. exploitation), um
gewinnbringend in der Umgebung zu agieren. Das ex-
ploration vs. exploitation-Dilemma des Reinforcement Lear-
nings beschreibt hierbei, wie diese beiden Aspekte gegen-
einander abgewogen werden miissen, d.h., wann kann
ein Agent entscheiden, dass er genug ausprobiert hat
und die bisher beste Strategie tatsdchlich optimal ist. Ei-
ne anschauliche Darstellung des exploration vs. exploita-
tion-Dilemmas ist durch die Betrachtung des k-armigen
Banditenproblems gegeben.
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Beispiel 89. Ein einarmiger Bandit ist ein Spielautomat,
bei dem nach Einwerfen einer Miinze (z. B. im Wert von
1 EUR) ein Gewinn, beispielsweise gleichverteilt im In-
tervall [a,b], a,b € R, a < b ausgegeben wird. Bei einem k-
armigen Banditen wahlt man nach Einwerfen der Miinze
einen von k Armen, die Gewinne in unterschiedlichen
Intervallen ausgeben. Betrachten wir den Fall k = 10 und
nehmen wir an, dass wir eine grofse Menge an Geld zur
Verfiigung haben, beispielsweise 1000 EUR. In diesem
Fall konnten wir beispielsweise die ersten 100 Versuche
nutzen, um jeden Arm jeweils 10 Mal zu betdtigen und
somit plausible Abschitzungen der jeweiligen Intervalle
[a;,b;], firi=1,...,10, zu erhalten. AnschliefSend konnen
wir die verbleibenden 900 EUR nutzen®®, um ausschlief3-
lich den Arm zu betdtigen, der am gewinnbringendsten
erscheint (beispielsweisen den Arm i, bei dem a4; maxi-
mal ist). Die allgemeine Frage beim k-Banditenproblem
ist also, wieviel Geld wir investieren, um ein moglichst
genaues Modell vom Banditen zu erhalten (exploration),
und wieviel Geld wir investieren, um das gelernte Wissen
zur Gewinnmaximierung zu nutzen (exploitation).

Das k-Banditenproblem ist aus Sicht des Reinforce-
ment Learnings recht einfach zu modellieren: es gibt einen
Startzustand und k Aktionen, die aus dem Startzustand
gewdhlt werden konnen. Nach Ausfiihren einer Aktion
enden wir direkt in einem Zielzustand und erhalten den
Gewinn3®. Es gibt also auch nur k verschiedene Strategien
fiir dieses Problem. In realen Anwendungsszenarien ist
die Anzahl der moglichen Strategien allerdings zu grof3

35 Wir ignorieren hier der Einfachheit halber die Gewinne aus den
ersten 100 Versuchen.

% Um das vorherige Beispiel in einem endlichen Markov-
Entscheidungsprozess zu modellieren, miissten wir noch anneh-
men, dass jeder Arm nur eine endliche Auswahl an Gewinnen
erzeugt
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und es ist nicht moglich, zunéchst alle moglichen Strate-
gien ausreichend auszuprobieren (wie im obigen Beispiel
angedeutet) und dann die beste Strategie auszuwéhlen.

4.3.2 e-greedy Learning

Die meisten Methoden des aktiven Reinforcement Lear-
nings benutzen eine Meta-Strategie um das exploration vs.
exploitation-Dilemma zu adressieren. Algorithmen dieser
Art starten mit einen initialen Strategie m und nutzen
diese zunidchst, um die Nutzenwerte der Zustinde, die
mit dieser Strategie erreicht werden, zu erlernen (wie in
Unterkapitel 4.2 diskutiert). Je nach Meta-Strategie wird
allerdings gelegentlich von der Strategie m abgewichen
und in einem Zustand s eine andere Aktion a # 7(s)
gewdhlt, um neue Teile des Zustandsraums zu erkun-
den und die Nutzenwerte der Zustdnde entsprechend
zu aktualisieren. Zeichnet sich in den Nutzenwerten ab,
dass in einem Zustand s tatsdchlich eine andere Aktion
als m(s) besser ist, so wird 7 entsprechend gedndert. Die
einfachste Instanz einer solchen Meta-Strategie ist die e-
greedy-Strategie. Hierbei ist € € [0,1] ein Parameter, der
angibt, wie hdufig die exploration der exploitation vorge-
zogen wird. Mit Wahrscheinlichkeit € wird in einem Zu-
stand s eine zuféllige Aktion ausgewdhlt und mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — e wird n(s) ausgefiihrt. Durch Nutzung
einer solchen Meta-Strategie konnen wir beide oben ge-
nannten Probleme 1 und 2 16sen:

1. Fiithren wir hinreichend oft zuféllige Aktionen in
einem Zustand s aus, so konnen wir sowohl P(s,a,s’)
als auch R(s,a,s’) tiir a # n(s) approximieren.

2. Istdie Strategie 1t nicht optimal, so kénnen dennoch
durch eine zufillig gute Auswahl von Aktionen die
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tatsdchlichen Nutzen von Zustinden erkannt wer-
den. Fiir das Beispiel des Hochhauses wiirden wir
irgendwann zuféllig im Erdgeschoss direkt die Ak-
tion des Verlassens des Gebdudes ausfithren und
konnten damit direkt den Nutzen des Zustands im
Erdgeschoss zu sein, erhchen.

Eine Kombination der e-greedy-Strategie mit der adapti-
ven dynamischen Programmierung (siehe Abschnitt4.2.1)
ist in Algorithmus 12 formalisiert. Der Algorithmus im-
plementiert einen einzigen Schritt eines Agenten in einer
Umgebung und erhilt als Eingabe die aktuelle Beobach-
tung o (falls der Agent im Startzustand ist, setzen wir
o = null) und gibt die als nédchstes auszufiithrende Akti-
on aus. Der Algorithmus besitzt eine Reihe von statischen
Datenstrukturen, die tiber die verschiedenen Aufrufe des
Algorithmus erhalten bleiben:

e Die Strategie 7t ist die aktuell beste Strategie des
Agenten.

e Der MDP D ist das Modell der Umgebung, das der
Agent mit jedem Aufruf besser erlernt.

e Die Funktion u speichert die Nutzen der Zustdnde
(bzgl. ).

e Die Funktionen n; und n; speichern die Haufigkeiten,
wie oft ein einem Zustand s die Aktion a ausgefiihrt
wurde (n1(s,a)) bzw. wie hdufig beim Ausfiithren
der Aktion a in s der Zustand s’ beobachtet wurde

(na2(s,a,s’)).

In den Zeilen 1-5 von Algorithmus 12 werden die Infor-
mationen aus der aktuellen Beobachtung in das Modell
D der Umgebung integriert. Insbesondere werden die
Haufigkeiten der beobachteten Zustdnde (Zeilen 2 und 3)
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Algorithmus 12 Adaptive dynamische Programmierung

mit e-greedy.

Eingabe:  Beobachtung o= (s,a,s’,r)
(0 = null falls aktueller Zustand s°)
Ausgabe: Aktiona
Statisch:  Strategie 7t (initial beliebig)
MDP D = (S,A,P,R,s°,S")
(initial P(s,a,s”) = 0 und R(s,a,s") =0
fiir alles,s’ €S,a€ A)
u:S\s*f - R
(initial u(s) = O fiir alle s € S\ SY)
ny:SxXA—->N
(initial nq(s,a) =0 furallese€ S,a € A)
ny:SXAXS—->IN
(initial n15(s,a,s”) = 0 fur alles,s’ € S, a € A)
ADPe(0)
1: if 0 # null then
2: ni(s,a) :=nq(s,a)+1
3: ny(s,a,s’) :=ny(s,a,s’)+1
4: P(s,a,s”) :=ny(s,a,s"”)/nqi(s,a) fir alles” € S
5: R(s,a,s"):=r
6: u:= VAL(mt,u,D)
7: 1 := POL(u, D)
8: Falls s’ € St, return null
9: Mit W'keit €, return zuféllige Aktiona € A

—_
o

. Mit Wkeit 1 —¢, return 71(s") (oder 7t(s°) falls o = null)

dazu genutzt, die Zustandsiibergangswahrscheinlichkei-
ten zu aktualisieren (Zeile 4). Weiterhin wird die Beloh-
nung des Zustandsiibergangs gespeichert (Zeile 5). In
Zeile 6 werden die Nutzen der Zustinde bzgl. der ak-
tuellen Strategie aktualisiert. Dies geschieht analog zu
den Ausfiithrungen in Abschnitt 4.2.1 unter Nutzung der

278



Methoden aus Abschnitt 4.1.2 (wir kiirzen dies in Al-
gorithmus 12 einfach durch Aufruf der Unterfunktion
VAL ab). In Zeile 7 wird die aktuelle Strategie angepasst
(die Unterfunktion POL benutzt dazu direkt die Charak-
terisierung aus Gleichung (33)). Falls der aktuelle Zu-
stand ein Zielzustand ist, gibt der Algorithmus null als
Aktion zuriick. In diesem Fall muss der Agent in der
Umgebung ,neu gestartet” werden, wobei die statischen
Datenstrukturen nicht neu initialisiert werden. Ansons-
ten wird mit Wahrscheinlichkeit € eine beliebige Aktion
zuriickgegeben oder mit Wahrscheinlichkeit 1 —e€ die Ak-
tion 1t(s”). Es kann wieder gezeigt werden, dass bei hinrei-
chend vielen Aufrufen von Algorithmus 12 die Strategie
1t gegen die optimale Strategie konvergiert.

Beispiel 90. Wir betrachten wieder das Beispiel des Staub-
saugerroboters aus den vorherigen Unterkapiteln. Insbe-
sondere ist die Menge der Zustidnde Sy, gegeben durch

1 11 01 01 1,0 1,0 0,0 00 _t
SVC:{Sl 152 151 152 ’Sl ISZ 151 'SZ /S}

wobei si’l der Startzustand und s’ der einzige Zielzustand
ist. Die Menge der Aktionen A,. ist gegeben durch

Ay = {move, clean, charge}

Nehmen wir weiterhin an, die initiale Strategie 7 des
Roboters ist gegeben durch

n(s}’l) = 71(5;’1) = n(s(l)’l) = n(sg’l) = n(si’o)
= n(sé’o) = n(sg’o) = n(sg’o) = move
Wir fithren Algorithmus 12 exemplarisch zweimal aus:

1. Beim ersten Aufrufbefindet sich der Agentim Start-

zustand si’l. Zeilen 1-5 werden hierbei nicht aus-
gefiihrt. Da noch keine Belohnungen beobachtet
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wurden, giltinitial R(s,a,s") =0 fiiralles,s” € S,a € A.
Es folgt, dass in Zeile 6, u(s) = 0 fiir alle s € S errech-
net wird. In Zeile 7 ergibt sich, dass alle Strategi-
en gleich gut/schlecht sind, wir &ndern die aktuelle
Strategie also nicht ab. Da wir uns nicht in einem
Zielzustand befinden und wir annehmen, dass der
Zufallstest in Zeilen 9/10 zugunsten von Zeile 10

ausgefallen ist, geben wir n(si'l) = move zuriick.

. Beim zweiten Aufruf erhilt der Algorithmus die

Beobachtung

11

| ,move, s;’l, -1)

0=_(s

Mit anderen Worten, der Roboter ist erfolgreich in
Raum r;, gewechselt. Wir aktualisieren in den Zeilen
2-5 die Werte unserer Datenstrukturen wie folgt:

nl(si’l,move) = nl(s}’l,move) +1=0+1=1
nz(si’l,move,sé’l) = nz(s%’l,move,sé’l) +1=0+1=1

P(sl’l move, s%’l) =1

1 7
P(s}’l,move,s”) =0 fiir alle s”" # sé’l)
R(s}’l,move, sé’l) =1
In Zeile 6 ergibt sich

u(s):=0 fir alle s

Insbesondere andert sich also (zunéchst) nicht der
Wert von u(si’l) und bleibt 0, da er in Zeile 6 iiber
das Maximum aller Aktionen berechnet wird und
nur der Nutzen bei Ausfithren der Aktion move auf
-1 gesetzt wurde.



In Zeile 7 ergibt sich, dass fiir den Zustand si’l jede
Aktion aufier move einen maximal erwarteten Nut-
zen von 0 bringt. Wir setzen zufillig n(si’l) = clean,
fir alle anderen Zustdnde behalten wir die Strate-
gie. In Zeilen 9/10 wiéhlen wir eine zuféllige Aktion

charge anstelle von n(sé’l).

Ein Nachteil von Algorithmus 12 ist, dass in Zeile 6 die
Nutzen aller Zustande (potentiell) neu berechnet werden
und anschliefiend die Strategie aktualisiert wird. Dies ist
begriindet in der Nutzung der adaptiven dynamischen
Programmierung, bei der wir die gleiche Kritik schon in
Abschnitt 4.2.2 benutzt haben, um den Ansatz des Tem-
poral Difference Learning (TD) zu motivieren. In gleicher
Weise konnen wir allerdings auch den TD-Ansatz fiir das
aktive Reinforcement Learning erweitern. Dies werden wir
im ndchsten Abschnitt tun.

4.3.3 Q-Learning

Q-Learning ist ein TD-Ansatz fiir das aktive Reinforce-
ment Learning, der den meisten modernen Ansdtzen zum
Reinforcement Learning unterliegt. Im Gegensatz zu den
bisherigen Anséitzen, lernt das Q-Learning nicht die Nut-
zen (U) der Zustande direkt, sondern die sogenannte Q-
Funktion. Hier ist Q7 die Funktion Q7 : AX(S\ S") - R,
die einem Zustand s € S\ S! und einer Aktion a den er-
warteten maximalen Nutzen zuweist, den man bei Verfol-
gung der optimalen Strategie nach Ausfiihren der Aktion
a in s erhdlt. Der Zusammenhang zwischen Q” und den
Nutzen der Zustdnde ist damit gegeben durch

u(s) = Y (a,
p(s) rg\&XQ (a,s)

fiir alle Zustiande s € S\ S'. Sind die wahren Q”-Werte
eines jeden Zustands gegeben, so kann die optimale Stra-
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tegie 1" leicht bestimmt werden durch

7'(s) = arg max Q’(a,s) (34)

Der Vorteil der Nutzung der Q”-Funktion anstelle der
Nutzenwerte ist, dass wir zur Bestimmung der optima-
len Strategie kein Modell der Umgebung (insbesondere
der Ubergangswahrscheinlichkeiten P) erlernen miissen,
vgl. Gleichungen (33) und (34). Aus diesem Grund nennt
man das Q-Learning auch einen modellfreien Ansatz (eng].
model free method).

Um die Q”-Funktion zu lernen, verfolgen wir den
TD-Ansatz und aktualisieren bei jeder Beobachtung o =
(s,a,s’,r) unsere aktuelle Schatzung g7 (a,s). Dies geschieht
in analoger Weise zum normalen TD-Ansatz (siehe Ab-
schnitt 4.2.2, Gleichung (2)) durch eine Updateregel, die
tiir das Q-Learning definiert ist durch

q"(a,s):=q"(a,s)+a(r+y max q’@',s")—q"(a,s))
a'e
wobei a € [0,1] der Lernparameter ist. Hierbei ist
r+ymaxg’(@,s’)
a’eA

die Schédtzung des Q-Wertes aus der gerade getitigten
Beobachtung, von dem die aktuelle Schitzung g7 (a,s) ab-
gezogen wird und das Ergebnis wieder genutzt wird, um
q”(a,s) in die entsprechende Richtung zu korrigieren. In
der Praxis ist a nicht konstant, sondern wird mit steigen-
der Anzahl von Beobachtungen geringer.

Um das exploration vs. exploitation-Dilemma mit Q-
Learning zu 16sen, muss der oben beschriebene Ansatz
wieder mit eine Meta-Strategie zur Exploration kombi-
niert werden. Eine Kombination der e-greedy-Strategie
mit Q-Learning ist in Algorithmus 13 formalisiert. Un-
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Algorithmus 13 Q-Learning mit e-greedy.

Eingabe:  Beobachtung o= (s,a,s’,r)
(0 = null falls aktueller Zustand s°)

Ausgabe: Aktiona

Statisch:  Strategie r (initial beliebig)
g:(AxS\S" — R (initial g(a,s) =0
fiiralles € S\ S, a € A)

@,

e(0)
if 0 # null then
q”(a,s):=q"(a,s)+a(r+ymaxyeaq’(@,s’)—q"(a,s))
7i(s) := argmaX,ea 4(4,5)
. Falls s’ € S, return null
: Mit W’keit €, return zuféllige Aktiona € A
. Mit Wkeit 1 —¢, return 71(s’) (oder 7t(s°) falls o = null)

ter wenigen formalen Annahmen kann wieder gezeigt
werden, dass bei hinreichend vielen Aufrufen von Al-
gorithmus 13 die Strategie @ gegen die optimale Stra-
tegie konvergiert. Wie man im direkten Vergleich von
Algorithmus 12 und Algorithmus 13 sehen kann, ist Q-
Learning weitaus simpler und benétigt weniger Spei-
cherplatz. Ein Nachteil des Q-Learnings gegentiber des
Ansatzes der adaptiven dynamischen Programmierung
ist jedoch, dass ersteres weitaus langsamer gegen die op-
timale Strategie konvergiert.

Beispiel 91. Wir fiihren Beispiel 90 fort. Wir nehmen da-
beian, dassy = 0.9, a = 0.1 und die initiale Strategie 7t des
Roboters gegeben ist durch

n(s}’l) = n(s;’l) = n(sg’l) = n(sg’l) = n(si’o)
= n(sé’o) = n(s(l)’o) = n(sg’o) = move
Wir fithren Algorithmus 13 exemplarisch zweimal aus:
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1. Beim ersten Aufruf befindetsich der Agentim Start-
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zustand 51’1. Zeilen 1-3 werden hierbei nicht aus-
gefiihrt. Da wir uns nicht in einem Zielzustand be-
finden und wir annehmen, dass der Zufallstest in
den Zeilen 5/6 zugunsten von Zeile 6 ausgefallen

ist, geben wir n(s}’l) = move zurtick.

. Beim zweiten Aufruf erhilt der Algorithmus die

Beobachtung

1,1

| ,move, s;’l, -1)

o= (s

Mit anderen Worten, der Roboter ist erfolgreich in
Raum r;, gewechselt. Wir aktualisieren in den Zeilen

2 und 3 die Werte qV(move,s}’l) und n(s}'l) wie folgt:
qV(move,si’l) = qV(move,s}'l) + a(r+
ymax{g” (move, sé’l), q” (clean, s%’l ),
q” (charge, s;’l)} —q” (move, si’l))
=0+0.1(-14+0.9-0-0)=-0.1
n(si’l) = clean
Beachten Sie, dass fiir Bestimmung von n(si’l) oben
gilt
qV(move,s}’l) =-0.1
q?’(clean,si’l) =0
qV(charge,si’l) =0
Die Wahl n(si’l) = clean wurde also zufdllig aus den

beiden maximalen Werten fiir clean und charge ge-
troffen. In den Zeilen 9/10 wéhlen wir eine zufallige

Aktion charge anstelle von n(s;’l).



5 Deep Learning

Uberblick iiber dieses Kapitel

Deep Learning bezeichnet das maschinelle Lernen mit tie-
fen neuronalen Netzwerken. In jiingster Zeit haben sich
diese Netzwerke als das bevorzugte Modell fiir eine Rei-
he von Problemen etabliert, sowohl fiir das tiberwachte
Lernen, das uniiberwachte Lernen, als auch das Reinfor-
cement Learning. Auch wenn die ersten kiinstlichen neu-
ronalen Netzwerke schon in den 1940/50er Jahren entwi-
ckelt wurden, begann die eigentliche Deep Learning Re-
volution erst in 2012. Insbesondere bedingt durch neue
Hardware-Moglichkeiten, Parallelverarbeitung, und die
Verfiigbarkeit von groflen Mengen an Trainingsdaten,
hat sich das Potential kiinstlicher neuronaler Netzwerke
gezeigt. Heutzutage 16sen neuronale Netzwerke immer
mehr die klassischen Modelle (aus den Kapiteln 2-4) fiir
praxisrelevante Aufgaben ab, insbesondere wenn die , Er-
klarbarkeit” der Vorhersagen eine untergeordnete Rolle
spielt.

Wir werden uns in diesem Kapitel zundchst mit (kiinst-
lichen) neuronalen Netzwerken in ihrer Allgemeinheit
beschiftigen (Unterkapitel 5.1). In Unterkapitel 5.2 disku-
tieren wir Convolutional Neural Networks, eine besondere
Architektur fiir neuronale Netzwerke, die sich insbeson-
dere fiir die Bildverarbeitung eignet. In Unterkapitel 5.3
schauen wir uns Recurrent Neural Networks an, die sich
insbesondere fiir die Analyse von geschriebener oder ge-
sprochener Sprache eignen. In Unterkapitel 5.4 schauen
wir uns abschliefiend einige weitere Modelle fiir das Ler-
nen von Reprisentationen an.
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Bibliographische Anmerkungen

Das Buch [5] bietet einen breiten Einstieg in das Deep
Learning. Weiterhin enthalten auch die zuvor genannten
Coursera-Kurse ,,Supervised Machine Learning: Regres-
sion and Classification” [11] und ,Unsupervised Lear-
ning, Recommenders, Reinforcement Learning” [12] von
Andrew Ng Inhalte zu Deep Learning. Eine weitere allge-
meine Quelle ist auch [1]. Einen kurzen Uberblick bietet
[13, Kapitel 21].
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5.1 Kiinstliche Neuronale Netze

Ein kiinstliches neuronales Netzwerk (engl. artificial neural
network, ANN) ist ein sehr allgemeines Modell fiir di-
verse Aufgaben des maschinellen Lernens. Es ist in sei-
ner Funktionsweise angelehnt an biologische neuronale
Netzwerke und besteht aus einer Menge von (kiinstlichen)
Neuronen, die jeweils eine einfache mathematische Ope-
ration ausfithren und in einer Netzwerkstruktur ange-
ordnet sind. Jedes Neuron nimmt dazu eine Menge von
Eingaben (reelle Zahlen) entgegen, berechnet mithilfe ei-
ner Reihe von Gewichten eine Funktion auf diesen Einga-
ben und gibt das Ergebnis anschliefSend an nachfolgen-
de Neuronen weiter bzw. als Gesamtergebnis des Netz-
werks aus. Auch wenn das Grundprinzip dieser Ver-
arbeitung von biologischen neuronalen Netzwerken in-
spiriert ist, so ist die moderne Forschung zu ANNSs et-
was losgelost von der Forschung in Biologie und Ko-
gnitionswissenschaften und wir sehen hier ANNs auch
ausschliefSlich als eine sehr flexible Datenstruktur zur
Reprasentation von Modellen fiir das maschinelle Ler-
nen. Wir werden daher im Folgenden auch ofters nur
den Begriff neuronales Netzwerk verwenden, da wir uns
ausschlieslich mit der kiinstlichen Variante beschiftigen
werden. ANNs konnen fiir tiberwachtes und uniiber-
wachtes Lernen, sowie fiir das Reinforcement Learning
benutzt werden, wir werden uns aber zunéchst haupt-
sdchlich mit der Anwendung fiir das tiberwachte Lernen
beschéftigen.

5.1.1 Neuronen

Die Grundeinheit eines ANNSs ist das Neuron, das in sei-
ner allgemeinsten Form wie folgt definiert ist.

Definition 39. Sei n € IN. Ein Neuron r ist ein Tupel r =
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(w,act) mit w € R™! und act : R — R.

Der Parameter n ist die Lange der Eingabe fiir das
Neuron 7 = (w,act). Der Vektor w = (wg, wy, ..., w,)! € R**1
sind die Parameter von r und act ist die Aktivierungsfunk-
tion. Informell betrachtet steuert die Aktivierungsfunkti-
on, wann die Eingabe eines Neurons ausreicht, dieses zu
aktivieren, d. h., einen relativ ,hohen” Wert als Ausgabe
zu produzieren. Ein einfaches Beispiel fiir eine Aktivie-
rungsfunktion ist die Schwellwertfunktion hthresh, defi-
niert durch

1 fallsx>0
thresh _
h (x) = { 0 sonst

In der Praxis ist hth™h keine sehr gute Aktivierungsfunk-
tion, aber an dieser Stelle gentigt es, sich unter dem Begriff
der Aktivierungsfunktion die Schwellwertfunktion vor-
zustellen. Wir werden uns mit dem Thema der Aktivie-
rungsfunktionen genauer in Abschnitt 5.1.3 beschéftigen.
Istx =(xy,...,x,) € R" die Eingabe zu r, so berechnet r den
Aktivierungswert a, definiert durch

Zr = ZUo+ZU1X1+...+ZUnxn
a, = act(z,)

Der Zwischenwert z, heisst auch linearer Anteil von r. Gilt
r = (w,act), so schreiben wir auch 7y, 40+ (x) = act(wo +w1x1 +
...+ wyxy) fiir die gesamte durch r dargestellte Funkti-
on. Eine schematische Darstellung eines Neurons ist in
Abbildung 78 zu finden. Um die Notation zu verein-
tfachen, gehen wir tiblicherweise davon aus, dass jedes
Neuron neben der Eingabe x = (x1,...,x,) € R” noch einen
zusdtzlichen konstanten Eingabewert xg = 1 enthalt. Ist
x = (x0,x1,...,Xn) € R"+1 (mit xp = 1), so gilt einfach

Zp = WX = WXy + W1X] + ... + Wy,
a, = act(zy)
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Tw,act(X)
Zr =Wy + WiX1 + ...+ WyXy | | a, = act(z,)

Abbildung 78: Schematische Darstellung eines
(kiinstlichen) Neurons r = (w, act).

Die zusétzliche Eingabe xp nennen wir Bias-Eingabe und
eine schematische Darstellung eines um eine Bias-Eingabe
erweiterten Neurons ist in Abbildung 79 gezeigt. Beide
Darstellungen von Neuronen sind in der Literatur tiblich,
die letzte Darstellung macht allerdings einige Berechnun-
gen und Beschreibungen von Algorithmen eleganter und
wird normalerweise bevorzugt.

Ein einzelnes Neuron r = (w, act) kann bereits als einfa-
ches Modell fiir das maschinelle Lernen benutzt werden.
Sei D = {(x(l),y(l)),...,(x(m),y(m))} ein Trainingsdatensatz
fiir ein tiberwachtes Lernproblem (ob fiir Klassifikation
oder Regression ist zunédchst unerheblich). Sei weiterhin
L eine Kostenfunktion fiir das Lernproblem, d.h., L(D, f)
gibt an, wie gut eine Funktion f : R" — R die Daten in D
reprasentiert. Wir sind daran interessiert, Parameter @ zu
finden, sodass L(D, 74 4:t) minimal ist. Dann verallgemei-
nert die durch ein Neuron r dargestellte Funktion 7 4.
bereits einige uns bekannte Modelle des maschinellen
Lernens:

1. Ist act = h'd die Identititsfunktion mit h'9(x) = x ftr
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rw,act(x)
a, =act(z,) ——

Abbildung 79: Schematische Darstellung eines
(ktinstlichen) Neurons r = (w,act) mit zuséatzlicher
Bias-Eingabe.

alle x € R und ist L = L9F der quadratische Fehler
m - -
LD, )= ) (F®) -y
i=1

s0 ist 74 4+ dquivalent zu der optimal angepassten
linearen Funktion (mit Parametern wy, ..., w;) fir
die lineare Regression (siehe Unterkapitel 2.1).

2. Ist act = h°8t die Sigmoid-Funktion’

1
1+e™>

hlogit ( X) —

37 Beachten Sie, dass die folgende Definition der Sigmoid-Funktion,
im Gegensatz zu der Definition aus Unterkapitel 2.2, nur den
nicht-linearen Anteil darstellt.
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und L = L'°8 die logistische Kostenfunktion

Llogit(D, f)
= = ) yP10g (=) + (1 -y log(1 - f(x?)
i=1

s0 ist 1y 4o+ dquivalent zu dem optimalen Modell fiir
die logistische Regression aus Unterkapitel 2.2.

In dhnlicher Weise kann auch eine Support Vector Machine
als einzelnes Neuron dargestellt werden, wir {iberlassen
es hier der Leserin/dem Leser, die konkrete Aktivierungs-
und Kostenfunktion aufzustellen.

Der Umstand, dass bereits ein einzelnes Neuron ei-
ne Reihe klassischer Modelle des maschinellen Lernens
verallgemeinert, machen neuronale Netzwerke zu einer
attraktiven Wahl fiir komplexere Lernaufgaben. Durch
Aneinanderreihung mehrerer Neuronen, wird die Aus-
drucksstdrke signifikant erhoht. Im ndchsten Abschnitt
werden wir uns deshalb mit der allgemeinen Architektur
von neuronalen Netzwerken beschéftigen.

5.1.2 Neuronale Architekturen

Wie bereits zuvor gesehen, kann ein einzelnes Neuron
bereits eine Reihe von klassischen Modellen des maschi-
nellen Lernens darstellen. Eine einfache Architektur ei-
nes neuronalen Netzwerks mit einem einzelnen Neuron
wurde bereits in der 1940/50er Jahren unter dem Namen
Perzeptron entwickelt. Das Perzeptron benutzt als Akti-
vierungsfunktion die schon angesprochene Schwellwert-
funktion hthresh. In den urspriinglichen Arbeiten zum
Perzeptron wurde die Kostenfunktion nicht explizit be-
schrieben (der Lernalgorithmus wurde dort direkt in pro-
zeduraler Form angegeben), wir nehmen hier der Ein-
fachheit halber wieder den quadratischen Fehler Lat. Wir
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r(_1,1,1)7‘/hthresh(x)
zr==1+x1+x2| |a, = hthresh(z)

Abbildung 80: Perzeptron zur Modellierung der AND-
Funktion.

betrachten bei dieser vereinfachten Form des Perzeptrons
also Funktionen der Form 7, jmresn und suchen Parame-
ter w, so dass LIF(D, T ptresh) bZgl. eines Trainingsdaten-
satzes E minimal ist. Das Problem mit dem Perzeptron,
das zur Folge hatte, dass die Forschung zu neuronalen
Netzen lange Zeit in Vergessenheit geraten ist, ist die
Unzuldnglichkeit dieses Modells fiir die Darstellung der
relativ simplen XOR-Funktion.

Beispiel 92. Wir betrachten zundchst das Problem der
Reprasentation der AND-Funktion, d. h., der Bool’schen
Funktion AND:{0,1}x{0,1} — {0,1} definiert durch

AND(0,0) = AND(0,1) = AND(1,0) = 0
AND(1,1) =1

Die AND-Funktion kann leicht mit einem Perzeptron im-
plementiert werden, insbesondere gilt

AND = r(—l,l,l)T,hthrESh’

sieche Abbildung 80. In dhnlicher Weise kann die OR-
Funktion durch g 17 jteesh und die NEG-Funktion durch
r(1,-1)T pteesh dargestellt werden. Betrachten wir nun die
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XOR-Funktion definiert durch

XOR(0,0) = XOR(1,1) = 0
XOR(0,1) = XOR(1,0) = 1

Die XOR-Funktion kann nicht durch ein Perzeptron (oder
jedes andere einzelne Neuron) dargestellt werden. Die
Leserin und der Leser ist eingeladen, sich von diesem
Umstand selbst zu tiberzeugen.

Da einzelne Perzeptronen die Bool’schen Operatoren
AND, OR und NEG reprasentieren kénnen und es leicht
zu erkennen ist, dass

XOR(x1,x7) = AND(OR(x1,x2), NEG(AND(x1,x7))

gilt, liegt es nahe, komplexe Funktionen wie XOR durch
Aneinanderreihung von Neuronen der Basisfunktionen
zu realisieren. Mit den obigen Erkenntnissen folgt auch
direkt, dass

XOR(xl s xZ) = r(—l,l,l)T,htthSh (7’(0,1,1)T,hthresh (Xl ’ X2),

7’(1’_1)T’h1'hresh (r(_l,l’l)T,hthresh (x1 , xz))

gilt, eine entsprechende schematische Darstellung des
neuronalen Netzwerks ist in Abbildung 81 zu finden.

Ublicherweise arrangiert man ein neuronales Netz-
werk in Schichten, wobei jede Schicht als Eingabe die
Ausgaben der vorangegangen Schichten (oder der Einga-
be) enthélt und die Ausgabe in die nédchste Schicht (oder
die Ausgabe) weiterleitet.?® Ein solches Netzwerk nennt
man Feedforward-Netzwerk und dessen allgemeine Struk-
tur fiir eine Regressions- oder binare Klassifikationsauf-
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T(=1,1,1)T jithresh T(1,-1)T jpthresh

7(0,1,1)7 hthresh

T(=1,1,1)T ythresh

XOR(x1,x2)

Abbildung 81: Geschichtete Perzeptronen zur Modellierung von XOR.
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gabe ist in Abbildung 82 dargestellt. Das dort dargestellte
Netzwerk besteht aus | € N Schichten (die Eingabeschicht,
bestehend aus dem Eingabevektor (xg,x,...,x;), inklusi-
ve dem Bias-Neuron xy = 1, wird tiblicherweise bei dieser
Zdhlweise nicht hinzugenommen). Die Schicht mit dem
Index I heifist Ausgabeschicht und die Schichten mit den
Indizes 1,...,I -1 heifSen versteckte Schichten. Jede Schicht
kann potentiell eine verschiedene Anzahl an Neuronen
enthalten, in Abbildung 82 enthilt die Eingabeschicht
no =n+1Eingabeneuronen (inklusive dem Bias-Neuron),
die versteckte Schicht k = 1,...,/ -1 enthdlt n; Neuronen
und die Ausgabeschicht ein Neuron. Zwischen jedem
Paar k—1,k von Schichten (jetzt fiir k =1,...,]) gibt es
eine Parametermatrix Wk-D e R™*"-1  die die Parame-
ter der einzelnen Neuronen der k-ten Schicht beinhal-
tet. Abbildung 83 zeigt dabei die einzelnen Gewichtsbe-
zeichner zwischen zwei beliebigen Schichten k—1 und k.

Allgemein bezeichnet W;xg das Gewicht des z-ten Neu-
rons der x-ten Schichten in der Berechnung des Wer-
tes im y-ten Neuron der x + 1-ten Schicht. Genauer, ist
x = (xg,X1,...,X,) die Eingabe des Netzwerkes (mit xo = 1),
so berechnen sich die Aktivierungswerte der ersten ver-
steckten Schicht durch

alD = act(ng%)xo + Wf(i)xl +...+ Wf(;)xn)

i - 7

furi=1,...,ny. Fur all) = (agl),...,agl)

dies verkiirzt als

) € R™ schreiben wir

alh = act(W(O)x)

3 Das in Abbildung 81 dargestellte Netzwerk kann leicht in diese
Form gebracht werden, indem die Ausgabe des Neurons unten
links zundchst in eine weiteres Neuron geleitet wird, das den
Wert unveridndert an das letzte Neuron oben rechts weiterleitet.
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Abbildung 83: Gewichtsbezeichnungen zwischen Schicht
k-1 und Schicht k.

wobei die Anwendung der Aktivierungsfunktion act hier-
bei komponentenweise zu verstehen ist. Allgemein be-
rechnen sich die Aktivierungswerte the k-ten Schicht aus
den schon berechneten Werten der k — 1-ten Schicht durch

a® = act(W(k_l)a(k_l))

firk=1,...,] (beachten Sie auch, dass die Bias-Neuronen
stets auf den rechten Seiten zusétzlich hinzugefiigt wer-
denmiissen). SeiW = (WO ... W=D} die geordnete Men-
ge aller Gewichtsmatrizen der einzelnen Schichten. Die
insgesamt durch das Netzwerk in Abbildung 82 darge-
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stellte Funktion ¢w(x) (also der Wert agl) aus dem ,Aus-

gabevektor” ah) = (agl)) (bei Eingabe von x) kann also
geschrieben werden als

ow(x) = act(W(l_l)act(W(l_z) e act(W(l)act<W(0)x))))
(35)

In der obigen Darstellung haben wir implizit angenom-
men, dass die Aktivierungsfunktion act fiir alle Neuro-
nen des Netzwerks identisch ist. Dies ist nicht notwen-
digerweise der Fall. Ublicherweise haben Neuronen der
inneren Schichten eine identische Aktivierungsfunktion,
die Aktivierungsfunktion der Ausgabeschichtist aber an-
wendungsabhidngig und tiblicherweise nicht identisch
mit denen der versteckten Schichten. Unabhédngig von
diesem Aspekt sieht man Gleichung (35) bereits deutlich
an, dass durch ANNs sehr komplexe Funktionen mo-
delliert werden konnen. Tatsdchlich kann gezeigt wer-
den, dass bereits ein ANN mit nur einer versteckten
Schicht jede beliebige Funktion beliebig genau approxi-
mieren kann (unter der zuséitzlichen Bedingung, dass die
verwendeten Aktivierungsfunktionen nicht-linear sind).
Solche ANNS sind in der Praxis aber von geringem In-
teresse, da dort die versteckte Schicht sehr viele Neuro-
nen besitzen miisste. Besitzt ein ANN wenigstens zwei
versteckte Schichten, so spricht man bereits von einem
tiefen Netzwerk (engl. deep network), das die Grundlage
fiir alle modernen Techniken des Deep Learnings bildet.
Mit einem tiefen Netzwerk kann eine komplexe Lernauf-
gabe auf Teilaufgaben heruntergebrochen werden und
die einzelnen Schichten eines Netzwerks konnen die-
se verschiedenen Teilaufaufgaben l6sen und deren Er-
gebnisse konnen in spdteren Schichten miteinander ver-
kniipft werden. Dies kann anschaulich am Beispiel ei-
nes Convolutional Neural Networks zur Bildklassifikation
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verdeutlicht werden. Dazu werden die Pixel eines Bil-
des als reelle Zahlen reprasentiert (z. B. als einzelne Zahl,
die den Grauwert darstellt, oder als 3 Zahlen fiir Kanile
rot/blau/griin) und als Eingabe in ein Netzwerk gespeist.
Die erste Schicht des Netzwerks konnte dann Kanten
im Bild erkennen (als grofle Unterschiede in der Hel-
ligkeit benachbarter Pixel), die ndchste Schicht konnten
Ecken erkennen (als zwei orthogonal zueinander liegen-
der Kanten) und spétere Schichten geometrische Formen
bis hin zu komplexen Konzepten wie Rader, Fliigel, etc..
Diese Informationen kénnen dann genutzt werden, um
beispielsweise Autos und Flugzeuge in Bildern zu erken-
nen. Wir werden uns mit Convolutional Neural Networks
im Detail in Unterkapitel 5.2 beschéftigen, aber die In-
tuition, dass eine komplexe Lernaufgabe durch viele ver-
steckte Schichten in Teilaufgaben aufgeteilt wird, liegt
allen tiefen Netzwerken zugrunde. Der grofse Vorteil des
Deep Learnings, also das Erlernen der Gewichte eines tie-
fen Netzwerks, ist dabei auch, dass die Auswahl, wel-
che ,Zwischenkonzepte” die Schichten reprédsentieren,
vom Lernalgorithmus selbst entschieden wird, und nicht
vom Benutzer vorgegeben werden muss. Tiefe Netzwer-
ke konnen direkt auf den Rohdaten trainiert werden und
eine manuelle Definition der Merkmale (eng]l. feature engi-
neering) entfallt hier. Dies macht tiefe Netzwerke zu sehr
breit anwendbaren Modellen des maschinellen Lernens.

Der zuletzt erwdhnte Aspekt von tiefen Netzwerken,
d. h., die Fahigkeit, beim Lernen automatisch ,,Zwischen-
konzepte” zu erlernen, bringt auch direkt die grofite Her-
ausforderung mit sich, ndmlich den Aufwand des Ler-
nens. Sei D = {(x), y(l)), o (xm), y(m))} ein Trainingsda-
tensatz fiir ein binares Klassifikationsproblem (es gilt also
y(l), et y(’“) €{0,1}). Um ein tiefes Netzwerk fiir die bindre
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Klassifikation zu trainieren, benutzt man iiblicherweise

die schon bekannte logistische Kostenfunktion L1°8t

L8Y(D, )=~} y?log f(x?) + (1~ ) log(1 - fx))
i=1

Ist unser Netzwerk wie in Abbildung 82 aufgebaut, so
ist die reprasentierte Funktion wie in Gleichung (35) und
die Lernaufgabe ist damit das Losen des folgenden Opti-
mierungsproblems:

W = arg r%\i[n L8 D, dyy) (36)

Numerische Methoden zur Losung des obigen Optimie-
rungsproblems, wie etwa Gradient Descent (siehe Unter-
kapitel 1.2), benétigen die Berechnung und Auswertung
diverser Ableitungen der Zielfunktion Llogit(D, ¢w), des-
sen zentraler Bestandteil ¢yy ist. Wie Gleichung (35) ver-
muten ldsst, ist die Berechnung und Auswertung von

Ableitungen von ¢y bzgl. eines Parameters W,(Ck; eine
sehr aufwidndige Angelegenheit und selbst fiir relativ
kleine Netzwerke in direkter Form nicht praktikabel. Die-
ses Hindernis wird allerdings durch den Backpropagation-
Algorithmus geldst, den wir uns etwas genauer in Ab-
schnitt 5.1.4 anschauen werden. Ein weiteres Problem zur
Losung von (36) ist gegeben durch die sehr hohe Anzahl
an Parametern und die sehr grofse Menge an Trainingsda-
ten, die notig ist, diese Parameter ausreichend gut zu er-
lernen. Erst durch Hardwareentwicklungen Anfang der
2010er konnten tiefe Netzwerke ausreichend gut gelernt
werden, um in der Praxis gute Ergebnisse zu liefern. Wir

% Bei neuronalen Netzwerken ist Regularisierung (siehe Abschnitt
2.1.4) auch sehr wichtig, wir ignorieren diesen Aspekt aber
zunéichst.
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werden uns in Abschnitt 5.1.5 mit ein paar wenigen Her-
ausforderungen in diesem Kontext beschéftigen.

Das in Abbildung 82 dargestellte Feedforward-Netz-
werk besitzt genau ein Ausgabeneuron und ist damit
sowohl fiir die Regression als auch die binére Klassifika-
tion geeignet. Wird das Netzwerk fiir die Regression ver-
wendet, so muss die Zielmenge der Aktivierungsfunkti-
on des Ausgabeneurons auch die gesamten reellen Zah-
len erfassen (wie beispielsweise die Identitatsfunktion).
Wird das Netzwerk fiir die bindre Klassifikation verwen-
det, so muss die Aktivierungsfunktion entweder einen
Bool’schen Wert ausgeben (wie die Schwellwertfunkti-
on) oder alternativ eine Wahrscheinlichkeit fiir die Zu-
gehorigkeit zur ersten Klasse (wie die Sigmoid-Funktion).
Um neuronale Netzwerke fiir die Mehrklassenklassifi-
kation fiir k Klassen zu verwenden, muss die Ausgabe-
schicht entsprechend k Neuronen enthalten.*) Die Aus-
gabeschicht wird dann so trainiert, dass Sie eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung tiber die Klassen angibt, d.h.,
die Ausgabewerte aller Neuronen sind nicht-negativ und
summieren sich zu 1.

5.1.3 Aktivierungsfunktionen

Aktivierungsfunktionen sind ein zentraler Bestandteil der
Architektur neuronaler Netzwerke und die Wahl der rich-
tigen Aktivierungsfunktion kann sowohl den Lernauf-
wand als auch die Qualitdt des gelernten Netzwerks stark
beeinflussen. Wir haben bisher schon die folgenden Ak-

40" Alternative Reprasentationen, wie etwa die Nutzung eines einzel-
nen Ausgabeneurons, das k verschiedene Werte ausgeben kann,
sind in der Praxis uniiblich.
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tivierungsfunktionen kennengelernt:

pthresh () = { 1 fallsx>0

0 sonst
H(x) = x
. 1
hloglt —
) 14+e*

Die Funktion hthresh ist die Schwellwertfunktion, h'd die
Identitiitsfunktion und h'°8t die Sigmoid-Funktion oder auch
logistische Funktion. Weitere in der Praxis gebrduchliche
Aktivierungsfunktionen sind

helY (x) = max{0, x}

eX—e™*

htanh(x) = — —
et+e

KPS (x) = In(1 + €¥)

Die Funktion h™ heift Rectified Linear Unit (ReLU, dt.
Gleichrichter), h®™M ist die Hyperbeltangens-Funktion und
hsPIus heiflt Softplus. Die Kurvenverlaufe dieser Aktivie-
rungsfunktionen sind in Abbildung 84 dargestellt. Die
Funktion K9 findet kaum Anwendung in neuronalen
Netzen, da sie die Ausdrucksstiarke des Netzes stark
einschrankt. Besitzen alle Neuronen als Aktivierungs-
funktion die Identitdtsfunktion, so kann gezeigt werden,
dass das gesamte Netzwerk eine lineare Funktion re-
prasentiert und damit nicht ausdruckstéirker ist als ein
einzelnes Neuron mit der Identitdtsfunktion als Aktivie-
rungsfunktion. Ein wichtiger Aspekt der Aktivierungs-
funktion ist ihre Ableitung. Beim Lernen von neuronalen
Netzen (siehe ndachster Abschnitt) miissen lokale Ablei-
tungen im Netz gebildet werden, um mithilfe von Me-
thoden wie Gradient Descent Anderungen der Gewichte

302



-1 =1 -1

(a) Jythresh (b) hid (C) Jlogit

-1 -1 -1

(d) relu (e) Jitanh (f) Jisplus

Abbildung 84: Kurvenverldufe der Aktivierungsfunktio-
nen hthresh, hid’ hlogit’ hrelu, ptanh ;nq jsplus.

zu berechnen. Ist die Ableitung der Aktivierungsfunk-
tion wohldefiniert und informativ, so vereinfacht dies
den Lernprozess. Beispielsweise ist die Ableitung der
Schwellwertfunktion iresh iberall 0 (bis auf den Punkt
x =0, wo die Ableitung nicht definiert ist). Somit kann die
Lernrichtung bei Verwendung der Schwellwertfunktion
nicht bestimmt werden. Die Schwellwertfunktion wird
deshalb auch kaum in praktischen Anwendungen ge-
nutzt. Die tibrigen Funktionen finden alle Anwendung in
der Praxis, wobei die Funktion h™" aufgrund ihrer ma-
thematischen Einfachheit und leicht berechenbarer Ab-
leitung aktuell am hdufigsten verwendet wird (obwohl
auch ihre Ableitung bei x = 0 undefiniert ist). Je nach
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konkretem Anwendungsfall wahlt man fiir die Ausgabe-
schicht allerdings andere Aktivierungsfunktionen. Soll
das Netz beispielsweise eine Regressionsaufgabe l6sen,
so ist diesem Fall die Verwendung der Identitatsfunktion
tatsdchlich passend, da sie als Zielmenge die gesamten re-
ellen Zahlen darstellen kann (und solange die versteckten
Schichten nichtlineare Aktivierungsfunktionen nutzen,
mindert die einmalige Nutzung der Identitdtsfunktion
auch nicht die Ausdrucksstarke). Fiir eine binare Klassifi-
kationsaufgabe bietet sich die Verwendung der Funktion
Klogit o

Bei der Mehrklassenklassifikation wird in der Ausga-
beschicht tiblicherweise zusétzlich die Softmax-Funktion
angewendet, damit alle Werte der Ausgabeschicht sich zu
1 aufsummieren. Seien a(ll_l),...,a,((l_l) die Ausgaben der
vorherigen Schicht. Diese reprédsentieren tiblicherweise
die ,Starke” der Klassifikation der einzelnen k Klassen.
Die Ausgaben der Ausgabeschicht berechnen sich dann
zZu

40D
i e'i

a(') = (-1
j a

Z:i:l

tir alle j =1,...,k. Es sollte leicht zu sehen sein, dass
a(ll) +.. () =1 gﬂt

5.1.4 Backpropagation

Wir nehmen die in Abbildung 82 dargestellte Architek-
tur eines ANNs an und betrachten ein bindres Klassifi-
kationsproblem. Sei D = { (xM), y(l)), o (xtm), y™)} ein ent-
sprechender Datensatz mit 4!, ...,y € {0,1}. Wie zuvor
bietet sich fiir dieses Lernproblem die logistische Kosten-
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funktion L1°8it definiert durch
118D, f) = Zy@log FED)+ (1 -y log(1 - £(x?))

an. Definieren wir den logistischen Einzelkostenwert via
costpogit(y,y) = —ylogy’ — (1 -y)log(1-y')

so konnen wir LI°8(D, f) einfacher schreiben als

m

Ls(D, f) = Z costyiogn (¥, F(x7))
i=1

Beachten Sie allerdings, dass fiir andere Architekturen
und andere Probleme auch andere Kostenfunktionen ge-
nutzt werden konnen, der obige Zusammenhang zwi-
schen der (gesamten) Kostenfunktion und der Einzelkos-
tenwerte ist fiir die meisten interessanten Kostenfunktio-
nen aber derselbe, d. h.

LD, f) = Z cost(y(i), f (x(i)))

i=1

Im Folgenden bezeichne L eine beliebige Kostenfunktion
und cost;, den entsprechenden Einzelkostenwert. Gege-
ben L und D, ist es das Ziel des Lernprozesses, die Ge-
wichte W so zu bestimmen, dass unser ANN, also die
Funktion ¢w, optimal an den Datensatz angepasst ist,
d.h., im Allgemeinen suchen wir

W = argn\‘}ian(D, dw) (37)
Um das obige Optimierungsproblem zu l6sen, konnen
wir prinzipiell wieder Optimierungsmethoden wie Gra-

dient Descent (siehe Unterkapitel 1.2) anwenden. Erinnern
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wir uns kurz an das Grundprinzip von Gradient Descent:
in jeder Iteration verdndern wir die Gewichte W einen
kleinen Schritt in Richtung des negativen Gradienten,
um so schrittweise ein (lokales) Minimum zu erreichen.
Genauer, sei Wy eine zufillige*! Initialisierung der Ge-
wichtsmatrizen und y die Lernrate (die wir hier als kon-
stant annehmen), so berechnen sich die neuen Gewichts-
matrizen via*?

Wit := Wi —yVw,L(D, dpw,) (38)

Essentiell fiir die Anwendung der obigen Regel ist also
die Bestimmung des Gradienten Vy,L(D, ¢w,), d. h., die
Bestimmung der partiellen Ableitungen

8L(D, (PW)

ow® 39)
17)

fiir alle Gewichte Wfk.) aus W (wir verzichten nun auf

eine explizite Indizierung der Menge W). VywL(D, pw)
ist dann ein Vektor bestehend aus all diesen partiellen
Ableitungen. Wie zuvor schon erwihnt, ist eine direkte
Bestimmung dieser partiellen Ableitungen nicht prakti-
kabel.

Der Backpropagation-Algorithmus ist ein Algorithmus,
der die partiellen Ableitungen (39) in geschickter Weise
berechnet. Er benutzt dazu Aspekte der dynamischen

41 Ein zufallige Initialisierung der Gewichte anstatt einer Initialisie-
rung ausschliefilich mit 0 ist beim Lernen mit Backpropagation
sehr wichtig. Wéaren alle Gewichte initial 0, so werden zwangs-
weise alle Neuronen einer Schicht stets identische Gewichte auf
ihren ausgehenden Kanten haben.

42 In der folgenden Schreibweise interpretieren wir W nicht als ge-
ordnete Menge der Gewichtsmatrizen, sondern als einen langen
Vektor, der alle Gewichte der Gewichtsmatrizen nacheinander
auflistet.
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Programmierung und nutzt die Kettenregel der Diffe-
rentialrechnung aus. Sei (x,y) € D ein Beispiel. Zunachst
werden in einem Vorwdrtspropagationsschritt der Funk-
tionswert ¢w(x) und die linearen Anteile und Aktivie-
rungswerte aller Neuronen im ANN berechnet. Im ei-
gentlichen Riickwértspropagationsschritt (engl. back pro-
pagation) wird der am Ausgabeneuron beobachtete Fehler
in der Vorhersage (d. h. der Unterschied von y zum vor-
hergesagten Wert ¢y (x) von der Ausgabeschicht zuriick-
gegeben und damit iterativ Fehler an den Neuronen der
versteckten Schichten berechnet. Diese Fehler an Neu-
ronen (iiber alle Beispiele aus D) kénnen anschliefSfend
benutzt werden, um die einzelnen partiellen Ableitun-
gen (39) zu berechnen. Im folgenden stellen wir diesen
Algorithmus im Detail vor.

Wir nehmen an, dass alle Neuronen dieselbe Aktivie-
rungsfunction act benutzen (dies vereinfacht die Darstel-
lung; in der Praxis miissten dann gegebenenfalls an den
entsprechenden Stellen andere Aktivierungsfunktionen
eingesetzt werden). Fiir D = {(x(l),y(l)),...,(x(m),y(m))} er-
halten wir zunichst direkt aus (39)

aL(D/ (PW,)
oW
_ dcost(y, pw(x) - deost(y™, pw(x"™)) @0)
W% W%
1] L]
Es gentigt also, sich auf die Bestimmung der Ableitung
dcost(y,
cost(y (i;w(X)) (41)
oW,

fiir ein einzelnes Beispiel (x, y) € D zu konzentrieren. Nach-
dem wir diese Ableitungen fiir alle Beispiele in D berech-
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net haben, bilden wir einfach die Summe der Werte, um
(39) zu berechnen.

Sei also (x,y) € D. Fur die Vorwértspropagation be-
rechnen wir zunichst die Vektoren z() (die linearen An-
teile) und a(V) (die Aktivierungswerte) der ersten Schicht
via

z = w0y a = act(z)

Wir propagieren die Werte durch das gesamte Netzwerk
bis zur Ausgabeschicht, d. h., wir berechnen

L) = 1) 46-D) 2 = act(z?)

tir alle i = 2...,I (beachten Sie, dass wir bei der obigen

Verwendung von a4/~ immer noch die Bias-Eingabe mit

dem Wert 1 als zusitzliche erste Komponente einfiigen

miissen). Fiir unser Netzwerk aus Abbildung 82 besteht

die Ausgabeschicht auch nur aus einem Neuron a®) =
0

(ay’)

Um nun die partiellen Ableitungen (41) zu bestim-
men, nutzen wir den Umstand, dass die Werte z( Ergeb-
nisse von Teilfunktionen der Gesamtfunktion ¢y darstel-
len und wir die Kettenregel der Differentialrechnung nut-
zen konnen. In ihrer einfachsten Form besagt die Ketten-
regel, dass die Ableitung einer Komposition von Funktio-
nen identisch ist mit der Multiplikation der Ableitungen
der Einzelfunktionen, also (f(g(x)))’ = f'(g(x))g’(x) oder
dquivalent

df _dfdg

dx ~ dgdx

Angenommen, jede Schicht unseres ANNSs bestiinde aus
einem einzelnen Neuron (also insbesondere z() = (zgl))T
furallei=1,...,1), dann entspricht dies einer mehrfachen
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Funktionskomposition wie oben und wir konnten fiir die
Ableitung eines beliebigen Gewichts Wﬁki schreiben

deost(y, pw(x)) _ dcost(y,pw(v) 9z a2 9D

(k) B 0 (I-1) 777 4 (k+1) (k)
8W1,1 821 821 821 8W1,1

Fiir den allgemeinen Fall mehrerer Neuronen pro Schicht,
miissen wir die mehrdimensionale Kettenregel benut-
zen. Dabei miissen wir die Summe der Ableitungen aller
moglichen Pfade vom betrachteten Neuron bis zum Aus-

gabeneuron betrachten. Fiir ein beliebiges Gewicht Wf’;.)

ergibt sich damit (beachten Sie, dass das Gewicht qu;.) zZu
der Kante gehort, die auf das Neuron mit dem linearen

Anteil z(k+1) zeigt)

decost(y, pw(x))
oW

_ dcost(y, pw(x)) Izt

oz ow!

(42)

_ [acost(y, dw (X)) i

1
8Z§) i1=1
D 970D L K+2) 0 o (k+1
) a()alu azk+2 la(+)
0z Doz D 50 | g ®
+ -1 -2 l L]

Beachten Sie, dass die Summen im oberen Ausdruck
tiber alle moglichen Kombinationen von Neuronen zwi-
schen den Schichten k+2 bis [ -1 laufen. Eine Berech-
nung der Ableitung zu Wf/k].) mit der obigen Gleichung ist

ebenso unpraktikabel wie die direkte Berechnung, da die
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Zahl dieser moglichen Kombinationen exponentiell grof3
ist. Die Berechnung dieser verschiedenen Teilableitungen
wird allerdings auch bei der Berechnung der Ableitun-
gen anderer Gewichte benétigt, und so kann durch einen
Ansatz der dynamischen Programmierung die Reihenfol-
ge der Berechnungen systematisiert und so tiberfliissige
Rechnungen vermieden werden. Dazu definieren wir

(3(21(.k+1))
_ dcost(y, pw(x))
I (-1) (k+2)
B dcost(y, pw(x)) ”i,: Mk+2 92(1) Zi . . .8zik+2
h 0] (-1) 5 (-2 ** (k+1)
9z) o=l =197 9% 9z;

firk=0,...,|-1undi=1,...,n,. Die Werte 6(21(.1()) konnen

nun rekursiv absteigend von 6(2(11)) an einfach auf den bis-
her berechneten Werten berechnet werden. Es gilt dazu
zundchst

dcost(y, pw(x))
920

5(zV) = (43)

Gegeben eine konkrete Kostenfunktion L, ist der Aus-
druck (43) einfach auszuwerten (siehe Beispiel 94 un-
ten). Fur die Neuronen der versteckten Schichten lasst
sich folgender rekursiver Zusammenhang feststellen (sei
k=1,...,1-1und j=1,...,n):

5z = deost(y, pw(x)) % dcost(y, pw(x)) Bzgkﬂ)
i’ aZEk) - — 821(.k+1) aZE.k)
N~——
@ (1)
(44)
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Die obige Gleichung wendet wieder die Kettenregel an:
wir summieren hier iber alle Nachfolgeneuronen z( )

des betrachteten Neurons z(.k

und multiplizieren deren
lokale Ableitungen (I) mit der ,inneren” Ableitung (II)
bzgl. z§.k). Der Ausdruck (I) ist identisch mit 6(21(.k+1)) und
wurde nach dem Prinzip der dynamischen Programmie-
rung bereits berechnet. Der Ausdruck (II) kann direkt
berechnet werden:

1

9z
j
d (Wygact(z(()k)) +...+ W;I;.)act(z;k)) +...+ W( act(z(k)))

- PEC
j

Y (9 DRV ()
= WZ./]. act (z]. )
Wir erhalten also

Mgyl
®y _ (kD) - e (B)
(2! )—Z;é(zl. W act/(=17)
1=

Mg41
) (k+ 1)y ppr(6)
= act'(z} )Z(S(zi Wi (45)

Eine letzte Vereinfachung der Gleichung (42) ergibt die
tinale Berechnungsvorschrift fiir die partiellen Ableitun-
gen bzgl. der Gewichte

decost(y, pw(x))
awf"?

_ dcost(y, pw(x)) 92,
oz §k+1) awl(lj)

(k+1)
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Z(k+1)
_ (k+1) i
=0z ) ——

ow®
ij
a(w?’gag‘) o+ WO L w® afjjj)
_ 6(Z(k+1)) 1, l,] ] LN
i ow®
L]
= 5z D) ® (46)
! ]

Wir schauen uns nun die obigen Berechnungen einmal
an einem konkreten Beispiel an.

Beispiel 93. Wir betrachten das Netzwerk in Abbildung 85.
Es gilt

2) _ @) @) (2)
Wi )_( W1,0 W1,1 Wl,z )

und W = (WO, W W@} 43 Wir nehmen folgende initia-

le Gewichte an:
w<0>=( 2 -1 -1 )

0 1 -1
W ‘(2 11 )

w<2>:(1 1 —3)

Weiterhin sei die Aktivierungsfunktion fiir alle Neuronen
des Netzes die Sigmoid-Funktion Hogit und die Kosten-
funktion sei L1°8it,

43 Fiir die Anwendung im Sinne von Gleichung (38) schreiben wir

W auch als Vektor W = (Wio()), Wgol), W;O;, W;O(;,. .., Wg)T
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Abbildung 85: Feedforward-Netzwerk aus Beispiel 94.

Sei ein Beispiel (x, y) gegeben durch
x = (x0,x1,x2)T = (1,2,-1)T y=1

Fiir die Vorwiértspropagation berechnen wir zunéchst
den linearen Anteil z und den Aktivierungswert a(!)
der ersten Schicht

1
2 -1 -1 1
M = w0y = _
T x_(O 1 _1)[_21]_(3)

; hlogit(1) 0.731
(1) — plogit,(1)y = . ~
o= )‘(hloglt(s)) (0.953)

Wir ergdnzen nun zunéchst bei a(l) den Bias und schrei-
bena®) =(1,0.731,0.953)T. Nun evaluieren wir die nichste
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Schicht:

1
awwoi=(3 2 ) o )-(338)
0.953 '

- hlogit(0.585) 0.642
@) _ plogit . (2)y — ) ~
= hEET) (hloglt(z.zzz)) (0.902)

Wir ergdnzen zundchst bei 4® den Bias und schreiben
a® =(1,0.642,0.902)T. Wir evaluieren nun die Ausgabe-
schicht

1
GO =WwPs@=(1 1 -3)] 0642 |=( —1.064
) ! ( )(0.902) ( )

a® = o8t (z209) = ( hlos(-1.064) )~ ( 0.257 )

Wir erhalten fiir unser Beispiel (x,y) und unser aktuelles
Netz damit folgenden Einzelkostenwert:

COSt gt (11,8")) = COSty 1oge(1,0.257) ~ 1.359

Wir berechnen nun die Fehlerwerte 6 an den einzelnen
Neuronen und fangen mit der Ausgabeschicht an. Nach
(43) gilt

dcost; iogit (1, Pw ()
82(13)
_ o”costLlogit(y,a(f))
8253)
_ I(-ylogh's*(a) - (1-y)log(1 - 18" (z;))
8z§3)

5z =
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Beachten Sie, dass die Ableitung der Sigmoid-Funktion
gegeben ist durch

(hlogit)l (x) — hlogit(x)(l _ hlogit (x))

Es folgt
1 . 3)
5(2(3)) — _y+(hlog1t)/(z( )_
1 hloglt(2§3)) 1
1 .
(1-y) (—(8ty (&)

hlogit(z?))(l _ logit (2(13)))
hlogit(zf’))
_hlogit(z?)) (1 — Jlosit (zf’)))
1— hlogit(z(13))

=-y(l- hlogit(zf))) +(1- y)hlogit(2§3))
=-y+ yhlog“(zf)) + hlogit(z(13)) _ yhlogit (Z§3))
_ hlogit(zg3)) _y
-y
=0.257—1=-0.743

(1-y)

Beachten Sie, dass die obige Ableitung von 6(z§3)) nicht
spezifisch fiir unser Beispiel ist. Fiir jedes ANN, dass als
Kostenfunktion L1°8i* und Aktivierungsfunktion /'°8 in
der Ausgabeschicht benutzt, gilt 6(21(.1)) = al(.l) —y; fiir jedes
Neuron zgl) der Ausgabeschicht.

Wir berechnen nun die Fehlerwerte der letzten ver-

steckten Schicht. Nach (45) gilt (beachten Sie, dass diese
Neuronen nur jeweils ein Nachfolgeneuron haben, die
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Summe ist deshalb entartet):
@)y _ (1logity’ (D 5,y A2

O(z1") = (W°8%) (z17)0 (2" )Wy
_ plogit/(2) logit . (2) Gy
= 18 (z,) (1 —h°8%(z7))o(z; W
=a?(1-aP)5EHW?
=0.642(1-0.642)-(—-0.743) - 1
~ —0.171

und analog
2 2 2 3 2
5z = a1 -al)o (2! ))wg,;
=0.902(1-0.902) - (-0.743) - (-3)
~0.197
Fir die erste versteckte Schicht erhalten wir nun

o) = (B8 7) [0(") Wi + 00 W |
=a’(1-a") [sYW + 5wy
= 0.731(1-0.731)[~0.171(~2) +0.197 - (~1)]
~0.029

5(zy) =l (1 -a3) [5P )W) + 65wy
= 0.953(1 - 0.953)[~0.171(~1) +0.197 1]
~0.017

Schliefdlich konnen wir nach (46) die Ableitungen der
einzelnen Gewichte berechnen, beispielsweise

aCOStLlogit (y/ (PW (x))

~ 5(z )
) 2 M
8W2,1
=0.197-0.731
~0.144
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Beachten Sie, dass fiir die Gewichte der Eingabeschicht
der Vektor a® der Eingabe x entspricht, also beispiels-
weise

aCOStLlogit (y/ (PW(X))
N

— 5(-(Dy,)
=0(z, )a,

= 6(2(11))x2

~ —0.029
Ist (x,y) unser einziges Beispiel (also D = {(x, y)}), so gilt
Llogit(D, ¢Pw) = costiogit(y, pw(x)) und wir kénnten nun
die Gewichte anhand von (38) aktualisieren. Ware bei-
spielsweise y = 0.1 unsere Lernrate, so berechnen wir den

neuen Wert von Gewicht W;O; zu
WOneu _ @ _ ILED, pw)
( 1,2 =W, Y o)
’ ' oW
1,2
_y© _,, 2c0styiox (¥, P ()
BREE 0
8Wl 4

~1-0.1-(-0.029) ~ —0.997

Ublicherweise besitzt der Datensatz D mehr als nur
ein Beispiel und wir kénnen mithilfe von (40) die einzel-
nen partiellen Ableitungen bzgl. der einzelnen Beispiele
aufsummieren, bevor wir einen einzelnen Schritt beim
Gradient Descent unternehmen. Algorithmus 14 zeigt den
gesamten Backpropagation-Algorithmus zur Bestimmung
der partiellen Ableitungen (39), die dort mit Dz(‘,kj) bezeich-

net werden.

5.1.5 Praktische Probleme beim Lernen

Der Backpropagation-Algorithmus, so wie er in Algorith-
mus 14 dargestellt ist, wird in dhnlicher Form in allen
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Algorithmus 14 Der Backpropagation-Algorithmus fiir
ANNSs der Form aus Abbildung 82.
Eingabe:  Datensatz D = {(x1), yD),..., (x™, ym)}
Gewichtsmatrix W
Aktivierungsfunktion act

Ausgabe: DPartielle Ableitungen Dl(.k].)

furk=1,....Li=1,...,n,j=1,...,1m4
BackProp(D)

1: DY =0 fiiralle i, j k
2: for (x,y) €D do
3: % Vorwirtspropagation
4 zZ0 = WOy
5. a®:=act(zV)
6: fori=2,...,ldo
7o 2= WOl
8: a® = act(z®)
9 % Riickwéz’rtspropagation
10 8(z)) = 1/(92")dcost(y, pw(x)) fir i=1,...,m
11: Dfl] . D(l 1 +6(z(l))a(l Yfiri=1,...,m,j=0,...,m_
12:  fork=1-1,..,1do
13: Oz ")) = act’(z ">) Yk 6(z(k+1))W(k) fiir j=1,...,m
14: D(k R D(k 1)+(‘3(z(k))a(k Vfuri=1 oo, ]=0,..., 15

modernen Ansédtzen des Deep Learnings verwendet, mit-
unter aber mit einigen Modifikationen, die das Lernen auf
grofien Datenmengen und in sehr tiefen Netzwerken per-
formanter machen. Zwei dieser Aspekte und allgemeine
Herausforderungen beim Deep Learning wollen wir im
Rest dieses Abschnitts diskutieren.

Beim klassischen Gradient Descent-Ansatz, siehe Glei-
chung (38), wird fiir eine einzelne Iteration der Gradient
Vw,.L(D, pw;,) beziiglich des gesamten Datensatzes D be-
stimmt (mithilfe von Algorithmus 14). Bei sehr grofien
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Datensédtzen kann diese Berechnung sehr lange dauern.
Der Ansatz des Stochastic Gradient Descent (SGD) ist es,
tiir jedes Update (38) nur ein zufillig gewéahltes Beispiel
(x,y) € D heranzuziehen und Algorithmus 14 nur fiir den
Datensatz {(x,y)} auszufiihren (effektiv also nur die par-
tiellen Ableitungen (41) zu benutzen). Jede Iteration von
SGD kann damit signifikant schneller durchgefiihrt wer-
den. Der Nachteil von SGD ist, dass das nichste lokale
Minimum nicht sehr zielstrebig angesteuert wird und
die Gesamtkosten des Datensatzes stark wéhrend der
Durchfithrung fluktuieren kénnen. Nichtsdestotrotz ist
SGD aus Anwendungssicht praktikabler und fiihrt ge-
rade bei grofieren Datensdtzen zu signifikant besseren
Endresultaten. Ein weiterer Nachteil von SGD ist aller-
dings die fehlende Parallelisierbarkeit. Der Mini-batch
Gradient Descent-Ansatz (MBGD) adressiert genau die-
sen Aspekt und kann als Kompromiss zwischen Gradient
Descent und SGD angesehen werden. In jeder Iteration
von MBGD wird eine kleine Teilmenge (engl. Batches)
D’ € D (in Groflenordnungen von 1-100 Beispielen) aus-
gewdhlt und Algorithmus 14 mit D’ ausgefiihrt. Bei die-
sem Ansatz wird zum einen der Fluktuationsgrad von
SGD etwas gesenkt (da der Gradient {iber mehrere Bei-
spiele gebildet wird). Zum anderen kann die dufierste
for-Schleife in Algorithmus 14 parallelisiert werden. Aus
diesem Grund bietet es sich an, die Batch-Size, d. h., die
GrofSe |D’|, entsprechend der Anzahl zur Verfiigung ste-
hender Prozessoren zu wihlen (bzw. entsprechend der
Kapazitit der zur Verftigung stehenden Parallelhardwa-
re wie GPUs).

Wir haben bereits in Abschnitt 5.1.3 angemerkt, dass
die Verwendung der Schwellwertfunktion ithresh als Ak-
tivierungsfunktion nicht zu empfehlen ist, insbesonde-
re aufgrund der Tatsache, dass (hthreshy/(x) = 0 fiir alle
x € R\ {0} gilt (und fiir x = 0 nicht definiert ist). Da die Ab-

319



leitung der Aktivierungsfunktion ein multiplikativer Be-
standteil der Gradientenberechnung ist, siehe (45), wer-
den alle partiellen Ableitung der versteckten Schichten
stets 0 sein. Dies fiihrt bei Verwendung von Gradient De-
scent (oder SGD oder MBDG) dazu, dass die Gewichte
nicht gedndert werden und kein Lernen erfolgt. Ande-
re Aktivierungsfunktionen konnen allerdings auch zum
,Problem des verschwindenden Gradienten” (engl. vanis-
hing gradient problem) fithren. Die Ableitung der Sigmoid-
Funktion hat beispielsweise schon fiir x > 3 oder x < -3
einen Wert von unter 0.1. Durch die Komposition meh-
rerer Aktivierungsfunktionen in den einzelnen Schichten
kann es hier leicht dazu kommen, dass durch Multiplika-
tion mehrerer kleiner Ableitungswerte die Fehlerwerte in
frithen Schichten des Netzwerks verschwindend gering
werden (und evtl. aus hardwaretechnischen Griinden zu
0 abgerundet werden). Ein dhnliches Problem (das ex-
ploding gradient problem) kann auftreten, wenn grofse Ab-
leitungswerte miteinander multipliziert werden. Gerade
aus diesem Grund ist die Verwendung der Aktivierungs-
funktion 1" in der Praxis sehr {iblich geworden, da fiir
x > 0 die Ableitung von hR¢U stets 1 ist und damit weder
einen verschwindenden noch einen explodierenden Gra-
dienten erzeugen kann. Ein Nachteil von hReLU ist, dass
bei x < 0 die Ableitung stets 0 ist. Eine Abhilfe schaffen
hier Aktivierungsfunktionen wie hP'%, die vom Kurven-
verlauf sehr dhnlich zu #ReLV sind, aber dennoch iiberall
eine positive Ableitung haben.
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5.2 Convolutional Neural Networks

Ein Convolutional Neural Network (dt. faltendes neurona-
les Netzwerk, CNN) ist eine spezielle Form eines Feed-
forward-Netzwerks, wie wir es in Unterkapitel 5.1 ken-
nengelernt haben. Es findet Anwendung fiir Daten, die
in einer Gitterstruktur angeordnet sind bzw. bei denen
einzelne Merkmale in einer rdumlichen oder zeitlichen
Beziehung zueinander stehen. Das einfachste Beispiel da-
zu sind Bilddaten: ein (Graustufen-)Bild kann als Matrix
interpretiert werden, bei dem die einzelnen Zellen den
Graustufenwert kodieren. Farbbilder kénnen als dreidi-
mensionales Array interpretiert werden, bei dem drei ein-
zelne zweidimensionale Matrizen, die jeweils den Farb-
wert des Rot-/Griin- und Blaukanals kodieren, zusam-
mengefasst werden. Ein anderes Beispiel sind Zeitreihen,
wie beispielsweise Folgen von Signalmessungen oder
auch Satze nattirlicher Sprache. Wir werden uns hier al-
lerdings ausschliefslich der Anwendung in der Bildana-
lyse widmen. Eine typische Aufgabenstellung ist hier die
Klassifikation eines auf einem Bild dargestellten Objekts,
z.B. die Erkennung, ob ein Bild eines Tieres einen Hund
oder eine Katze darstellt. Fiir dieses Problem kann man
natiirlich auch ein ,normales” Feedforward-Netzwerk be-
nutzen, tiblicherweise wird man damit aufgrund von
Uberanpassung aber keine zufriedenstellenden Ergeb-
nisse erreichen. Die Architektur eines CNNs integriert
eine Reihe von zuséitzlichen Annahmen, die die Genera-
lisierbarkeit der Ergebnisse stark erhohen. Wir werden
uns formaler mit diesen Annahmen in Abschnitt 5.2.4
beschiftigen und werden im Folgenden zunéchst nur in-
formell einen Aspekt der Bildanalyse diskutieren, um die
zentrale Methode von CNNs, die Faltungsoperation, zu
motivieren.

Um ein Bild eines Tieres entweder als Hund oder Kat-
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ze zu klassifizieren, kann eine Teilaufgabe beispielsweise
daraus bestehen, zu erkennen, ob das Tier Schnurrhaare
besitzt oder nicht (falls es welche besitzt, ist die Klassi-
fikation als Katze wohl wahrscheinlicher). Nun kénnen
Schnurrhaare auf einem Bild an einer beliebigen Stelle zu
tinden sein, das Tier konnte beispielsweise stehen oder
liegen, nach links oder nach rechts schauen. Weiterhin
konnen die Schnurrhaare in jedem beliebigen Winkel auf
dem Bild liegen. Um die Erkennung von Schnurrhaaren
und weiteren Merkmalen mit einem , normalen” Feedfor-
ward-Netzwerk zu realisieren, benétigt es sehr viele Pa-
rameter, die an verschiedenen Stellen des Bildes dhnlich
trainiert werden, um potentiell iiberall gewisse Merkma-
le erkennen zu kénnen. Weiterhin sind tiblicherweise fiir
die Erkennung vieler Merkmale nur Pixel in der unmit-
telbaren Umgebung wichtig, d. h., fiir die Erkennung von
Schnurrhaaren im unteren linken Bereich sind die Pixel
im oberen rechten Bereich nicht von Relevanz. Die ent-
sprechenden Schichten des Netzwerks miissen also nicht
voll vernetzt sein. Zentral fiir die Implementierung der
genannten Aspekte ist die Faltungsoperation (engl. convo-
lution operation), die wir uns in ihrer Grundform in Ab-
schnitt 5.2.1 anschauen. In Abschnitt 5.2.2 werden wir
uns weitergehenden Aspekten zur Faltung widmen, in
Abschnitt 5.2.3 die zweite wichtige Operation von CNNSs,
die Pooling-Operation, betrachten und in Abschnitt 5.2.4
die Gesamtarchitektur eines CNNs diskutieren.

5.2.1 Faltung

Die (kontinuierliche) Faltungsoperation * ist im einfachs-
ten Fall eine mathematische Operation, die zwei reell-
wertige Funktionen 7,k : R — R als Eingabe nimmt und
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eine reellwertige Funktion als Ausgabe liefert, d. h.,
+:(R->R)X(R—> R)— (R — R)

Konkret ist * definiert als

(i+k)() = f k(- )y

Die Funktion i heifst dabei Eingabefunktion und k heifst
Kernelfunktion** (oder auch Filterfunktion). Die Ausgabe
i*k heif$t (im CNN-Kontext) auch Feature Map von i bzg].
k.

Beispiel 94. Eine einfache Anwendung der Faltungsope-
rationist das Denoising, d. h., das Entfernen von Rauschen
aus einem Signal. Angenommen, i ist eine Funktion, die
uns zu jedem Zeitpunkt x € R die gemessene Hohe ei-
nes Flugzeugs angibt. Ublicherweise sind unsere Mess-
instrumente nicht perfekt und das gemessene Signal ist
verzerrt, siche Abbildung 86(a). Sei nun k die Funktion

1-1y firo<x<?2
= 2 - =
k(x) { 0 sonst

Der Funktionsverlauf von k ist in Abbildung 86(b) darge-
stellt. Die Funktion k kann hier als Wahrscheinlichkeits-
dichte interpretiert werden (vergewissern Sie sich bitte,
dass das Integral tiber k tatsdchlich 1 ist), die dafiir sorgt,
dass in der Funktion i*k die Funktionswerte von i tiber
die letzten Punkte gemittelt werden, d. h., (i*k)(x) ist der
Mittelwert der Werte [i(x —2),i(x)] bzgl. der Gewichtung
k. Hier gibt k eine stiarkere Gewichtung der Punkte nahe
x und eine absteigende Gewichtung Richtung x —2. Ab-
bildung 86(c) skizziert die Funktion i*k, die damit eine
entrauschte Version der Funktion i darstellt.

4 Nicht zu verwechseln mit Kernelfunktionen im Zusammenhang
mit Support Vector Machines, siehe Unterkapitel 2.3.
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Abbildung 86: Entfernen von Rauschen in einem Signal
mittels Faltung: (Links) Originalsignal, (Mitte) Kernel-
funktion, (Rechts) entrauschtes Signal.
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In unserem Kontext ist die diskrete Faltungsoperati-
on relevanter als die obige kontinuierliche Faltungsope-
ration. Gegeben zwei auf den ganzen Zahlen definier-
ten Funktionen I,K : Z — R ist die Faltung I+ K definiert
durch

(1<K)(m) =}, Hom)K(n—m)

Da wir in unserem Anwendungsfall der Bildanalyse mit
zweidimensionalen Daten arbeiten, ist hier insbesondere
die Verallgemeinerung auf zweiwertige Funktionen von
Relevanz. Sind Funktionen I,K : Z X Z — R gegeben, so
ist I = K definiert durch

(I+K)(m,m) = Y Y Ty, mo)K(ny = my,np —m)

mlz—oo m2:—00

(47)

Beispiel 95. Eine konkrete Anwendung von (47) in der
Bildverarbeitung ist der Glattungsfilter (und speziell der
Gaufs-Filter), eine Methode zum Weichzeichnen bzw. Ent-
fernen von Rauschen in einem Bild. Ahnlich wie in Bei-
spiel 94 ist die Kernelfunktion so definiert, dass der neue
Wert an einem Pixel ein Mittelwert seiner Umgebung ist.
Eine konkrete Instanz einer solchen Kernelfunktion K ist
beispielsweise definiert durch

1 beii=j=0
K(i,j)=1{ 1 beii,je{-1,0,1} und nichti=j=0
0 sonst

tir alle 7, j € IN. Diese Kernelfunktion bildet den Hellig-
keitswert eines Pixels auf einen Mittelwert ab, wobei der
aktuelle Wert des Pixels (an Position (0,0)) mit 1/2 ge-
wichtet wird und die Werte aller direkt umliegenden Pi-
xel (horizontal, vertikal und diagonal) mit jeweils 1/16
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Abbildung 87: Anwendung eines Gauf3-Filters auf ein
Graustufenbild (oben Original, unten Resultat); Bild-
quelle: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Halftone, _Gaussian_Blur. jpg

gewichtet werden. Ein konkretes Beispiel fiir die Anwen-
dung eines Gauf-Filters, d. h. eines Gldttungsfilters, bei
dem die Werte in K den Werten einer Gauf3-Verteilung
entsprechen, ist in Abbildung 87 zu sehen.

Da die Faltungsoperation iiblicherweise eine ,loka-
le” Operation ist (in dem Sinne, dass eine Merkmals-
bestimmung eines Pixels nur seine Umgebung, etwa al-
le maximal 5 Schritte entfernten Pixel, miteinbezieht),
wird die Funktion K(i, j) nur fiir einige wenige Indizes
i, j ungleich Null sein. Deshalb beschreibt man K, genau
wie die Eingabefunktion I, iiblicherweise durch eine Ma-
trix und die Faltungsoperation kann dann als Matrix-
operation interpretiert werden. Diese Interpretation ist
in Abbildung 88 veranschaulicht. Seien Mj, Mg und M.k
die Matrixreprédsentationen der Eingabefunktion, Kernel-
funktion und der resultierenden Feature Map. Bei der
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Abbildung 88: Die Faltungsoperation als Operation auf
Matrixdarstellungen der Eingabefunktion und der Ker-
nelfunktion (ohne Padding, siehe dazu Abschnitt 5.2.2).

Reprédsentation als Matrixoperation gibt es einige Frei-
heiten, wie mit den Randpixeln verfahren werden soll.
In Abbildung 88 ist die Ausgabe beschrankt auf sol-
che Pixel, bei denen Mg vollstindig auf Elemente in M;
angewendet werden kann (anschaulich gesprochen: die
Matrix Mk darf nicht aus M ,herausragen”). Ist M; €
R™™ und Mg € R"* | so gilt in diesem Fall Mk €
RO +1)X0m=m"+1) (jiblicherweise ist auch n’ signifikant
kleiner als n und m’ ist signifikant kleiner als m). Diesen
Ansatz nennen wir Faltung ohne Padding oder auch Fal-
tung mit validem Padding. Wir schauen uns Alternativen
dazu in Abschnitt 5.2.2 an.
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Beispiel 96. Wir fithren Beispiel 95 fort. Die Matrixdar-
stellung Mg € R¥? von K ist gegeben durch

Mk =

;l»—‘Nl»—‘;lH

s-5-5-
N NN

Sei weiterhin die Eingabefunktion I (d.h., das Eingabe-
bild) charakterisiert durch eine Matrix M; € R®® mit

12 24 28 105 250 251
54 43 43 42 221 241
67 50 89 92 210 211
105 156 178 115 201 187
19 78 125 108 52 188
112 101 154 205 198 192

Die Feature Map | =1+K kann dann durch eine Matrix
M € R¥4 dargestellt werden (wir benutzen kein Pad-
ding). Insbesondere gilt fiir den Eintrag (Mj);,1, dass sich
dieser aus der elementweisen Matrixmultiplikation von
K mit der 3 x 3-Untermatrix von Mj, die nur aus den
ersten drei Zeilen und den ersten drei Spalten besteht,
zusammensetzt. Mit anderen Worten, es gilt

1 1 1 1 1
(Mp)11 = 7212+ 7224+ 7228+ =54+ 543+

1 1 1 1
~ 44

Insgesamt berechnet sich die Matrix M; zu

44 51 86 198
71 89 115 187
122 140 123 173
98 131 131 113

M]%
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Der Gldttungsfilter aus den vorherigen Beispielen ist
tiir das Problem der Klassifikation von Bildinhalten weni-
ger wichtig. Kernelfunktionen kénnen allerdings so de-
finiert werden, dass sie beispielsweise die Prdsenz von
Kanten oder Ecken, und damit auch komplexere geome-
trische Formen, erkennen konnen. Die konkreten Para-
meter der Kernelfunktion (d. h., die Matrixeintrdge) wer-
den dabei wihrend des Lernens gesetzt. Eine Faltungs-
schicht in einem CNN besteht iiblicherweise aus einer
Menge verschiedener Kernelfunktionen, die gleichzeitig
auf das gesamte Bild angewendet werden und damit in
der Lage sind, verschiedene Merkmale zu erkennen, sie-
he Abbildung 89. Hierbei wird auch direkt ein Vorteil
bei der Verwendung der Faltungsoperation in neurona-
len Netzwerken deutlich, ndmlich die geringere Anzahl
an zu lernenden Parametern. Besteht beispielsweise das
Eingangsbild aus 100x100 Pixeln (in Graustufen), also
10000 Eingangsneuronen, und wenden wir in der ers-
ten Schicht 10 verschiedene Kernelfunktionen der Grofse
5X5 an, so besteht die zweite Schicht aus 10 Feature Maps,
deren Grofie jeweils 96x96 ist. Damit haben wir insge-
samt 96-96-10 = 92160 Neuronen in der zweiten Schicht.
Bei Verwendung eines vollvernetzen neuronalen Netz-
werks gébe es 10000 - 92160 = 921,600,000 Kanten, und
damit genau so viele zu lernende Parameter zwischen
den beiden Schichten. Bei 10 verschiedenen Kernelfunk-
tionen der Grofse 5x5 sind dies im CNN allerdings nur
5-5-10 = 250 verschiedene zu lernende Parameter. Wir
werden die genaue Einbettung von Faltungsschichten in
die Architektur von CNNs in Abschnitt 5.2.4 weiter dis-
kutieren. Zunéchst beschiftigen wir uns noch mit zwei
weiteren Aspekten der Faltung selbst, ndmlich dem Pad-
ding und dem Stride.
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Abbildung 89: Gleichzeitige Anwendung verschiedener
Faltungsoperationen.

5.2.2 Padding und Stride

Der oben beschriebene Ansatz der Faltung durch Ma-
trixoperationen erzeugt bei Eingabe einer Matrix M €
R™" und einer gegebenen Kernelmatrix My € R" > ei-
ne Feature Map M.k der Grofie (n—n"+1) X (m—m’ +1).
Ublicherweise sind 7 und m relativ grole Werte und n’
und m’ im Verhiltnis zu n und m relativ klein. Der ,, Ver-
lust’ an Auflosung bei der Transformation von M zu
M.k ist deshalb auch relativ gering. Dennoch ist es oft
wiinschenswert, dass die Auflosung bei Anwendung ei-
ner Faltungsoperation erhalten bleibt (oder manchmal
sogar erhoht wird). Zum einen beinhalten CNNs typi-
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scherweise mehrere Faltungsschichten und eine iterative
Verkleinerung der Auflosung kann dann zu einem signi-
tikanten Verlust an Ausdrucksstédrke fithren. Zum ande-
ren ist der Einfluss der ,Randpixel” auf die resultierende
Feature Map beim obigen Ansatz geringer als die der
Jinneren” Pixel (da erstere in weniger Berechnungen be-
nutzt werden als letztere). Dies kann dazu fiihren, dass
sich Merkmale in Randnéhe schlechter erkennen lassen.
Um diese Probleme zu umgehen, gibt es die sogenannten
Padding-Methoden, die die Eingabematrix M; kiinstlich
vergrofiern. Neben dem schon bekannten validen Padding
(das keinem Padding entspricht), gibt es noch das hal-
be Padding (engl. half padding, auch same padding genannt)
und das vollstindige Padding (engl. full padding). Beim hal-
ben Padding wird die Matrix Mj oben um [(n” —1)/2] und
unten um | (n’ —1)/2] Zeilen, sowie links um [(m’ —1)/2]
und rechts um [(m’ —1)/2] Spalten erweitert. Dies fiihrt
dazu, dass die Matrix M.x wieder das Format n X m hat.
Beim vollstindigen Padding wird die Matrix M; oben
und unten um jeweils n” —1 Zeilen und rechts und links
um jeweils m’ — 1 Spalten erweitert. Dies fiihrt dazu, dass
jede Zelle der Matrix My gleich oft in Berechnungen von
Mi.x vorkommt (ndmlich m’n’-oft), die resultierende Ma-
trix M.x hat dann die Dimension (n+n’ —1)x(m+m’ —1).
Jede dieser Padding-Varianten ist parametrisiert durch
die Art, wie die Werte der neuen Zellen bestimmt sind.
Die einfachste und gebrduchlichste Methode ist das Zero-
Padding, bei dem alle neuen Zellen den Wert 0 erhalten.
Eine andere Methode kann darin bestehen, die Werte aus
den Randzeilen und -spalten zu kopieren und nur die
neuen Eckbereiche mit Nullen aufzufiillen. Abbildung 90
veranschaulicht die verschiedenen Padding-Methoden.
Ein weiterer Punkt, an dem eine Faltungsoperation
parametrisiert werden kann, ist der Stride (dt. Schritt-
weite). Bei der normalen Faltungsoperation, siehe Abbil-
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Abbildung 90: Verschiedene Padding-Methoden: (a) va-
lides Padding (kein Padding), (b) Half-Zero-Padding, (c)
Full-Zero-Padding

dung 88, wird die Matrix Mk bei der Berechnung der
einzelnen Zellen von M.k jeweils um eine Zeile/Spalte in
M, weiterbewegt”, d. h.,jede n’ xm’-Untermatrix von M;
wird bei der Berechnung von M[.x verwendet. Dies ent-
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spricht einem Stride von 1. Bei einem Stride von k € IN,
k >1 wird die Matrix Mg stattdessen in jedem Schritt
k Zeilen und/oder Spalten bewegt. Dies resultiert in ei-
ner kleineren Feature Map M.x. Abbildung 91 illustriert
die Faltungsoperation mit verschiedenen Stride-Langen.
Ublicherweise wihlt man einen Stride von 1 oder 2, ho-
here Werte konnen aber insbesondere fiir ressourcenbe-
schrankte Aufgaben sinnvoll sein.

M
I MK*I
T [ MK
s>  [1]3] 29296
+1 =0 = 44 22)2
‘lalSTz e J 352328
7/6/0]3
+1—
()
M;
M M
HEL Kal
2 5005 1|13 — 39@
6526 0 7 35/20
716103
+2 —

(b)

Abbildung 91: Die Faltungsoperation mit verschiedenen
Stride-Langen: (a) Faltung mit 2 x 2-Kernelfunktion und
Stride von 1, (2) Faltung mit 2 X 2-Kernelfunktion und
Stride von 2
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5.2.3 Die Pooling-Operation

Das Resultat M.k einer Faltungsoperation wird iiblich-
erweise noch durch eine Aktivierungsfunktion geleitet,
bevor es in einem CNN weitergereicht wird. Fiir CNNs
hat sich hierbei die ReLU-Funktion RtV mit #ReLY(yx) =
max{0,x} aufgrund diverser guter Eigenschaften als Stan-
dard etabliert und es wird kaum eine andere Aktivie-
rungsfunktion verwendet. Die Funktion wird kompo-
nentenweise auf Mg angewendet und erzeugt somit
eine Matrix Mpx mit identischer Dimension wie M.x.
Die Matrix Mpx wird dann anschlieBend in einer Poo-
ling-Schicht weiterverarbeitet, die wir im Folgenden dis-
kutieren werden.

Genau wie die Faltungsoperation kénnen wir die Pool-
ing-Operation als Matrixoperation verstehen. Anders als
bei der Faltungsoperation ist es bei der Pooling-Operation
erwiinscht, dass die Auflosung der Ausgabematrix klei-
ner ist als die der Eingabematrix. Die Pooling-Operation
dient dazu, die Informationen in der Eingabematrix zu-
sammenzufassen, um anschlielende Operationen effizi-
enter zu gestalten und redundante Informationen in der
Eingabematrix zu entfernen. Ein konkretes Beispiel (und
auch die gebrduchlichste Auspragung) fiir eine Pooling-
Operation ist das Max-Pooling. Ahnlich wie bei der Fal-
tungsoperation wird auch hier mit einem , Fenster” {iber
verschiedene Ausschnitte der Eingabematrix gefahren
und ein Wert berechnet, hier konkret das Maximum. Wie
bei der Faltung nennen wir dieses Fenster auch Filter und
dessen Grofie Filtergrofie. Typische Parameter beim Max-
Pooling sind eine Filtergrofie von 2 X 2 bei einem Stride
von 2 (der genauso definiert ist wie bei der Faltung), Ab-
bildung 92 zeigt eine exemplarische Anwendung eines
solchen Max-Poolings. Die Motivation hinter dem (Max-
)Pooling ist es, dass kleine Verschiebungen eines Bildes
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Abbildung 92: Max-Pooling mit Filtergrofse 2 x 2 und Stri-
de 2.

keine Auswirkung auf die Klassifikationsaufgabe haben
sollten. Wird ein Bild um einen Pixel nach links oder
rechts verschoben, so dndert dies nichts am dargestellten
Inhalt. Das (Max-)Pooling implementiert diese Invarianz
bzgl. geringer Verschiebungen (engl. translation invarian-
ce), indem innerhalb des Filters nur das stirkste Signal
durchgereicht wird.

5.2.4 CNN-Architektur

Wir haben nun alle Grundbausteine zusammen, um die
Gesamtarchitektur eines CNNs zu diskutieren. Eine ein-
fache typische Beispielarchitektur ist in Abbildung 93 dar-
gestellt. Die Eingabe dieses CNNs besteht hier aus einem
Farbbild mit 96 X 96 Pixeln. Um die Farbe zu kodieren
haben wir hier fiir jeden der Kandle Rot, Griin und Blau
jeweils eine 96 x 96 Pixel grofse Eingabe. In einem CNN
wechseln sich zu Anfang Faltungs- und Poolingschich-
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Abbildung 93: Beispielarchitektur eines CNNs.

336



ten ab. Im CNN in Abbildung 93 haben wir insgesamt
zwei Faltungs- und Poolingschichten hintereinander. Im
dargestellten CNN benutzen wir halbes Padding, um die
Grofle der Eingabe beizubehalten (und einen Stride von
1), und die erste Faltungsschicht wendet 4 verschiede-
ne Faltungsoperationen gleichzeitig auf alle drei Einga-
bematrizen an. Dies resultiert in einer Gesamtzahl von
12 Feature Maps der Grofie 96 X 96 (dies entspricht al-
so 110592 Neuronen). Anschlieflend werden alle Werte
zundchst durch die ReLU-Funktion und dann an die erste
(Max-)Poolingschicht geleitet. Im Beispiel hat diese eine
Filtergrofle von 2 X 2 und einen Stride von 2. Dies resul-
tiert in derselben Anzahl Feature Maps (12), die nun aber
jeweils eine Grofse von 48 X 48 haben. Es folgt eine weite-
re Faltungsschicht mit 2 verschiedenen Faltungsoperatio-
nen. Dies verdoppelt die Anzahl der Feature Maps auf 24,
die Auflosung von 48 x 48 behalten wir allerdings bei (wir
benutzen wieder halbes Padding mit Stride 1). Es folgt
eine weitere (Max-)Poolingschicht (inklusive vorgelager-
ter ReLU-Anwendung) mit Filtergrofie 4 x4 und Stride
4, dies resultiert in 24 Feature Maps der Grofie 12 x 12
(dies entspricht insgesamt 3456 Neuronen). Im letzten
Teil des CNNs befindet sich noch ein vollstandig ver-
netztes Feedforward-Netzwerk, das die eigentliche Klassi-
fikationsaufgabe 16st (die vorangegangen Schichten ent-
sprechen prinzipiell nur der Merkmalsextraktion). Im
Beispiel gibt es eine Schicht von 12 Neuronen, die mit
ihrer Vorgangerschicht und der nachfolgenden Ausgabe-
schicht voll vernetzt ist. Die Ausgabeschicht in diesem
Beispiel ist fiir die Mehrklassenklassifikation konzipiert
und entspricht der Beschreibung aus Abschnitt 5.1.1.
Die Architektur des obigen CNNs dient nur der
Veranschaulichung, reale CNNs koénnen tiber weitaus
mehr Faltungs- und Poolingschichten, als auch tiber
mehr Schichten im vollvernetzen Teil, verfiigen. Weiter-
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hin ist die Anzahl der verschiedenen Faltungsoperatio-
nen {iiblicherweise hoher. Nichtsdestotrotz ist ein CNN
eine sehr effektive Struktur und hat im allgemeinen eine
signifikant geringere Anzahl an Parametern als ein voll-
vernetztes neuronales Netzwerk dhnlicher Grofie. Der
Grund dafiir sind die zuvor bereits erwdhnten Annah-
men zur Nichtlokalitdt von Merkmalen in (insbesondere)
Bilddaten und die daraus resultierenden Designentschei-
dungen fiir CNNs:

¢ Im Gegensatz zu einem vollvernetzten Feedforward-
Netzwerk gibt es nur relativ wenig Kanten zwi-
schen den einzelnen Schichten eines CNNs (Stich-
wort engl. sparse interaction). Beispielsweise sind die
Eingabepixel des Bildes in der oberen linken Ecke
nur mit den Pixeln in der Nachbarschaft der oberen
linken Ecke in den Feature Maps der ersten Fal-
tungsschicht verbunden.

¢ Jede Faltungsoperation einer Schicht hat eine fixe
Menge an Parametern, die fiir die Berechnung der
Faltung auf dem gesamten Bild verwendet wird.
Mit anderen Worten, es gibt eine ganze Menge
an Kanten zwischen den einzelnen Schichten eines
CNNs, die das gleiche Kantengewicht haben (Stich-
wort engl. parameter sharing).

Diese beiden Aspekte fithren dazu, dass das CNN eine
vergleichsweise geringe Anzahl an Parametern hat, die
wihrend des Lernens trainiert werden. Das Lernen die-
ser Parameter selbst geschieht nahezu identisch zu allge-
meinen Feedforward-Netzwerken unter Verwendung von
(beispielsweise) Stochastic Gradient Descent und dem
Backpropagation-Algorithmus (siehe Abschnitt 5.1.3). Es
muss einzig darauf geachtet werden, dass die Gewich-
te von verschiedenen Kanten, die sich ein Gewicht teilen,
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nur einmal wiahrend eines Gradient Descent-Schrittes ak-
tualisiert werden.
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5.3 Rekurrente Neuronale Netzwerke

Rekurrente neuronale Netzwerke (RNNs) sind eine spe-
zielle Form von Kiinstlichen neuronalen Netzwerken, die
tir die Verarbeitung von Sequenzen konzipiert sind.

5.3.1 Motivation und Grundlagen

Schauen wir uns dazu das prototypische Problem der
Wortvorhersage an, das beispielsweise bei der Erstellung
von Nachrichtentexten auf Smartphones auftaucht. Ge-
geben den Anfang eines Satzes wie , Die Katzejagtdie. . .”
ist es die Aufgabe eines Algorithmus zur Wortvorhersa-
ge, das wahrscheinlichste ndchste Wort (oder die wahr-
scheinlichsten ndchsten Worter) vorherzusagen, in die-
sem Beispiel also vermutlich ,Maus”. Dieses Problem
kann zunédchst als Klassifikationsproblem modelliert wer-
den. Ist X = {wy,...,w;,} die Menge aller Worter, so kann
jedes Wort w; € X, i =1,...,n, als ein Vektor x;, € R", re-
prasentiert werden, bei dem alle Komponenten aufer der
i-ten 0 sind und die i-te Komponente 1 ist, also

~

0

Xw: =| 1 | « i-te Position

0

Diese Art der Kodierung nennt man auch One-Hot-Ko-
dierung und eignet sich tiblicherweise fiir die Verarbei-
tung bei neuronalen Netzwerken besser als naive Kodie-
rungsmethoden (wie beispielsweise die Kodierung von
Wortern durch verschiedene Zahlen). Die Eingabe des
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Klassifikationsalgorithmus ist dann eine Sequenz x = (x(1),
...,x') solcher Vektoren und die Ausgabe ein Vektor
0 € R", der (im besten Fall) die Vorhersagewahrschein-
lichkeit der einzelnen Worter beinhaltet.

Beispiel 97. Sei X = {die, katze,jagt, maus,lampe} unser
Vokabular (wir ignorieren hier Grofi- und Kleinschrei-
bung). Dann kann der Teilsatz ,Die Katze jagt die...”
reprasentiert werden als

x =((1,0,0,0,0)7,(0,1,0,0,0)7,(0,0,1,0,0)",(1,0,0,0,0)T)

und eine mogliche Ausgabe eines Klassifikationsalgo-
rithmus wére

0=(0,0.1,0,0.85,0.05)"

und wiirde damit ,Maus” die grofste Wahrscheinlichkeit
zuordnen (und ,Katze” und ,Lampe” auch kleine posi-
tive Wahrscheinlichkeiten, da diese grammatikalisch zu-
mindest noch Sinn ergeben wiirden).

Fiir eine Anwendung klassischer Feedforward-Netz-
werke ergibt sich aus der obigen Problembeschreibung
direkt das erste Problem: die Eingabeldnge, d. h., die An-
zahl der Worter in der gegebenen Teilsequenz, ist nicht
notwendigerweise fest bestimmt und auch nicht notwen-
digerweise beschrankt. Die bisher betrachteten Architek-
turen fiir neuronale Netzwerke verfiigten dagegen {tiber
eine fixe Anzahl an Eingaben. Eine weitere Herausfor-
derung, die wir in dhnlicher Form bereits fiir CNNs in
Unterkapitel 5.2 diskutiert haben, ist die flexible Hand-
habung von Lokalitit. Die Vorhersage des fiinften Wor-
tes einer Sequenz sollte konzeptuell genauso gehandhabt
werden wie die Vorhersage des achten Wortes. Die Para-
meter des Netzwerks sollten also auch in dhnlicher Weise
wie bei den CNNs geteilt werden.
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Abbildung 94: Berechnungsgraph fiir ein einfaches drei-
schichtiges Feedforward-Netzwerk.

Die Grundidee von rekurrenten neuronalen Netzwer-
ken ist es, die Eingabesequenz wortweise abzuarbeiten.
In jedem Schritt wird ein Wort gelesen und verarbeitet,
sowie eine Ausgabe produziert und ein , Geddchtnis” ak-
tualisiert. Sowohl das Gedéchtnis als auch das néchste
Wort werden wieder in das Netzwerk gespeist und der
Prozess wird iteriert, bis die Sequenz vollstindig gele-
sen wurde. Um diese Idee etwas zu formalisieren, be-
nutzen wir das Konzept des Berechnungsgraphen (engl.
computational graph), das die Funktionsweise von ins-
besondere neuronalen Netzwerken geeignet abstrahie-
ren kann. Abbildung 94 zeigt beispielsweise einen Be-
rechnungsgraphen fiir ein einfaches dreischichtiges Feed-
forward-Netzwerk, das dem Netzwerk aus Abbildung
8 in Unterkapitel 5.1 entspricht. Der Eingabevektor x
wird hier zunichst mit der Gewichtsmatrix W(© multi-
pliziert und anschliefiend durch eine entsprechende Ak-
tivierungsfunktion geleitet (die Anwendung der Akti-
vierungsfunktion ist hier allerdings nicht explizit darge-
stellt). Dies resultiert im Vektor al), der die Aktivierungs-
werte der ersten Schicht enthilt. Die weitere Berechnung
erfolgt analog. Zu beachten ist hier, dass insbesondere
von der Anzahl der Neuronen in jeder Schicht abstra-
hiert wird.

Abbildung 95 zeigt den Berechnungsgraphen eines
einfachen rekurrenten neuronalen Netzwerkes. Zur Spe-
zifikation der Architektur eines Netzwerks wird dazu die
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Abbildung 95: Berechnungsgraph fiir ein einfaches rekur-
rentes neuronales Netzwerk; oben ist die komprimierte
Darstellung und unten die ,entfaltete” Darstellung bei
Eingabe einer Sequenz x = (xD),x@ x0)),

in Abbildung 95 links dargestellte Reprédsentation ver-
wendet. Die Eingabe fiihrt hier unter Anwendung einer
Parametermatrix U zu der Bestimmung eines Vektors h.
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Dieser Vektor modelliert den versteckten Zustand des
Netzwerks (engl. hidden state, daher auch die Verwen-
dung des Bezeichners /). Dieser wird zum einen zur Be-
stimmung der Ausgabe o (unter Verwendung einer wei-
teren Gewichtsmatrix V) verwendet, als auch (unter Ver-
wendung einer Gewichtsmatrix W) zur Bestimmung des
ndchsten versteckten Zustands des Netzwerks benutzt.
Abbildung 95 rechts zeigt die ,entfaltete” Darstellung des
Netzwerks bei Eingabe einer Sequenz x = (x(),x(?),x¥).
Ausgehend von einem initialen Zustandsvektor h(©) (ei-
ne iibliche Initialisierung konnte hier aus dem Nullvektor
bestehen) und dem ersten Element x) wird hier der ers-
te versteckte Zustand h(!) bestimmt. Eine einfache Rea-
lisierung dieser Operation besteht darin, dass wir die
Matrizen U und W und die Vektoren x!) und h(© ein-
fach jeweils miteinander konkatenieren und dann multi-
plizieren.*> Wir benutzen das Symbol o fiir die spalten-
weise Konkatenation zweier Matrizen und die zeilenwei-
se Konkatenation zweier Spaltenvektoren. Genauer, sind
A e R™" und B € R™ zwei Matrizen mit gleicher An-
zahl an Zeilen, so ist A o B € R™("+") die entsprechende
Konkatenation:

a1 - Nm
A= . .
anll ceo Anm
b1,1 e bl,m’
B= . .
but ... by

45 An dieser Stelle ist noch zu erwéhnen, dass wir in der gesamten
folgenden Darstellung auf Bias-Neuronen verzichten, da diese
die mathematische Darstellung verkomplizieren. Bei einer Imple-
mentierung sollten diese allerdings immer berticksichtigt werden.
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a1 - Mm b1,1 . bl,m’
A o B — . . . .

anll N an,m bn,l ces bnlm/

Sind weiterhin v € R” und w € R™ zwei Spaltenvektoren
(potentiell unterschiedlicher Lange), so ist vow € R™*™:

v=(01,...,0m)"
w=(wy,..., ww)"

VW= (V1,..., Uy, W1, .-, W) T
Vergewissern Sie sich, dass fiir die obigen Definition gilt
(AoB)(vow)=Av+Bw

Sei weiterhin act eine beliebige Aktivierungsfunktion (die
bei Anwendung auf einen Vektor komponentenweise an-
gewendet wird). Dann berechnet sich &) durch

HD = act(Ux® + Wh©)

Aus hV) berechnen wir dann zunichst die erste Ausgabe
M vi
o'" via

oM = act(Vh(D)
Im Allgemeinen gilt fiir eine Eingabe x = (x(1),...,x(™)

W9 = act(Ux" + Wh=1) (48)
0 = act(VhY) (49)
furi=1,...,m. Zu beachten ist, dass diese Netzwerkar-
chitektur mit Eingaben beliebiger Lange umgehen kann,

aber eine fixe Anzahl an Parametern besitzt (in den Ma-
trizen U, V, W).
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1
¥ u ‘/hm V oM
(1,0,0,0,0)" O (0.00,0.50,0.00,0.25,0.25)"
,Die” w ,Katze”
(2) 2)
@ N U N v 0 ]
(0,1,0,0,0) O (0.00,0.00,1.00,0.00,0.00)
Katze” W Jjagt’
(3) (3)
O N U N v 0 ]
(0,0,1,0,0) NG (1.00,0.00,0.00,0.00,0.00)
Jagt’ w ,die”
x® u fh(b 14 o®
(1,0,0,0,0)T ' (0.00,0.10,0.00,0.85,0.50)T
,die” ,Maus”

Abbildung 96: Wortvorhersage durch ein RNN bei Ein-
gabe ,Die Katze jagt die...”.

Beispiel 98. Wir fiihren Beispiel 97 fort. Abbildung 96
zeigt ein ,entfaltetes” trainiertes RNN fiir die Wortvor-
hersage bei Eingabe von ,Die Katze jagt die...”, repra-
sentiert durch

x =((1,0,0,0,0)7,(0,1,0,0,0)%,(0,0,1,0,0)7,(1,0,0,0,0)")

Die letzte Ausgabeschicht o*) beinhaltet dann die Vorher-
sage des ndchsten Wortes nach der Eingabesequenz. Die
Ausgabeschichten o)) bis 0®) beinhalten die Vorhersagen
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der entsprechenden Teilsequenzen, die bei der Anwen-
dung fiir die Eingabe x ignoriert werden konnen.

Die Parameter eines rekurrenten neuronalen Netz-
werks werden wie bei normalen Feedforward-Netzwerken
durch den Backpropagationsalgorithmus und einen ent-
sprechenden Optimierungsalgorithmus wie Stochastic
Gradient Descent gelernt. Ein Datensatz D = {Xj, ..., Xk}
fiir das Wortvorhersageproblem ist dabei eine Menge von
Séatzen X; = (xgl), .. .,xgmi)) und alle Teilsequenzen eines je-
den X; werden dabei genutzt, die Parameter zu trainieren.
Dazu wird das zu lernende RNN entsprechend der um
eins verkiirzten Lange eines X; ,entfaltet”, der Satz X; an
die Eingabe des RNNs angelegt (bis auf das letzte Wort)
und die um eins verschobene Sequenz von X; wird an
der Ausgabe erwartet (in dhnlicher Weise wie in Abbil-
dung 96 fiir den Satz ,Die Katze jagt die Maus” darge-
stellt). Ist das RNN darauf ausgelegt, an der Ausgabe eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber die vorherzusagen-
den Worter auszugeben, so bietet sich als Kostenfunktion
der negative Log-Likelihood an. Ist o) der entsprechende
Ausgabevektor und das zu erwartende Wort ist x, so ist
(0D)Tx genau die Wahrscheinlichkeit von x in 0. Sei wei-
terhin ¢y yw(X;)V) = o/ fiir j=1,...,m; die Ausgabe des
Netzwerkes. Daraus ergibt sich fiir die Kostenfunktion
Llog bzgl. eines einzelnen Beispiels X; = (xgl), . ..,xgmi) ):

m;—1

L8 (X, puyw) == Y log((duyw(X)P)TxV™)
=1

Wie beim normalen Backpropagation-Algorithmus konnen
nun die partiellen Ableitungen bzgl. aller Gewichte be-
rechnet werden. Dabei ist, wie auch schon beim Lernen
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von CNNgs, allerdings Sorge zu tragen, dass die mehrfa-
chen Verwendungen der Parameter in den Matrizen U,
V und W entsprechend beachtet werden und nur einmal
aktualisiert werden. Diese Variante der Backpropagati-
on nennt man auch back-propagation through time, da die
Backpropagation riickwérts durch die Sequenz geht.

5.3.2 Long short-term memory-Netzwerke

Eine Grundidee von RNNsist, dass die versteckten Schich-
ten ') eine Art ,Gedachtnis” fiir die Verarbeitung einer
Sequenz représentieren. Fiir die Worterkennung wird in
h® beispielsweise das Geschlecht des aktuellen Subjekts
gespeichert werden. Beim Lesen eines neuen Wortes wird
das Gedéchtnis entsprechend nach (48) aktualisiert. Diese
Aktualisierungsregel hat allerdings zwei entscheidende
Nachteile, wenn die zu verarbeitenden Sequenzen sehr
lang sind. Zum einen wird der Einfluss von sehr weit
zuriickliegenden versteckten Zustdnden sehr gering, da
(48) wiederholt den vorherigen Zustand mit der Matrix W
multipliziert. Das heifdt auch, dass sich das RNN schwer
weit zuriickliegende Informationen merken kann. Haben
wir beispielsweise einen Satz wie ,Die Katze, die Anna
gestern auf der Strafie zugelaufen ist, jagt die...”, so ist
die korrekte Wortvorhersage hier fiir ein normales RNN
signifikant schwieriger als bei einem Satz wie ,Die Katze
jagt die...”. Die Information, dass die Katze das Subjekt
des Satzes ist, wird bei wiederholter Multiplikation mit
W leicht , vergessen”. Zum anderen erschweren die wie-
derholten Multiplikationen mit W das Lernen via Back-
propagation. Lange Sequenzen fithren dazu, dass bei der
Backpropagation durch die Verbindungen via W die Gra-
dienten in frithen Schichten gegen Null gehen, siehe das
Problem des verschwindenden Gradienten in Abschnitt
5.14.
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Abbildung 97: Berechnungsgraph eines LSTMs.

Long short-term memory-Netzwerke (LSTM-Netzwer-
ke) 16sen die obigen Probleme durch eine intelligen-
tere Aktualisierungsregel. Der Berechnungsgraph eines
LSTM-Netzwerks ist in Abbildung 97 dargestellt. Im Ge-
gensatz zu normalen RNNSs, gibt es bei LSTMs zwei Vek-
toren, die das ,,Gedidchtnis” modellieren, den versteckten
Zustand h und den Zellzustand s. Der Zellzustand s stellt
das , Langzeitgeddchtnis” dar und wird durch zwei Ope-
rationen modifiziert: eine Vergessensoperation (realisiert
durch die Zwischenzustdnde f und §) und eine Lernope-
ration (realisiert durch die Zwischenzustdnde g, k und 3).
Wir beschreiben die Aktualisierungsoperationen nun im

349



Detail. Eine LSTM ist parametrisiert durch Gewichtsma-
trizen W/, Uf, W8, U8, Wk, LIF, Wo, U°. Sei x = (x@), ..., (™)
eine Sequenz und i € {1,...,m}. Seien h=1D und s die
vorherigen Zustdnde (initial kann man diese als Nullvek-
toren definieren). Dann berechnen wir zunichst*

£ = plogit (uf O 4 Wf h(i—l))

Die Idee hinter f(i) ist, dass dieser Vektor steuern soll,
was aus dem Langzeitgedédchtnis s vergessen werden soll
(f® heift auch forget gate). Da zur Bestimmung von f()
die Aktivierungsfunktion /'°81t benutzt wird, sind alle
Komponenten von f @ im Wertebereich (0,1). Der Vektor
f @) wird als eine Art ,Filter” auf den vorherigen Zustand
gelegt, indem komponentenweise f) mit st~V multipliziert
wird:

50 = £0 561
Die Vektoren ¢ und k) berechnen sich durch

¢ = plogit (ugx(i) + Wgh(i—l))
1) _ pytanh (ukx(i) N th(i—l))

Beachten Sie, dass zur Berechnung von ¢ und k) ver-
schiedene Gewichtsmatrizen und Aktivierungsfunktio-
nen benutzt werden. Der Vektor ¢ heif$t auch input gate
und steuert, welche Informationen aus k@ (und damit
aus x) und hU=) in das Langzeitged4chtnis aufgenom-
men werden sollen. Dies wird durch eine Addition des
(komponentenweisen) Produkts von ¢ und kK zu 50)

46 Wir verzichten der Einfachheit halber wieder auf eine explizite
Darstellung der Bias-Neuronen.
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realisiert:
s =g 4 g0 (50)

Der Vektor g hei$t auch output gate und steuert, welche
Information in die Ausgabe und den néchsten versteck-
ten Zustand h einflieft:

q(i) — hlogit(uox(i) + Woh(i—l))
Schlieflich berechnet sich h®) via
KB = htanh(s(i)). q(i)

Beachten Sie wieder, dass die Anwendung der Funk-
tion k%" und die Vektormultiplikation komponenten-
weise zu verstehen ist. Die Ausgabe eines LSTMs wird
tiblicherweise mit 1) (oder einem Teil des Vektors) gleich-
gesetzt.

Die Kernidee hinter LSTMs liegt in der Definition
des Zellzustands (50), hier noch einmal in vollstindiger
Form:

s = (0561 4 o) 1) (51)

Durch die Verwendung der Addition (anstelle einer Mul-
tiplikation) zur Hinzunahme neuer Informationen wird
vermieden, dass bei langen Sequenzen weit zurticklie-
gende Informationen immer weiter vergessen werden.
Durch die Verwendung der gates f@) und ¢{ kann zu je-
dem Punkt der Sequenz gesteuert werden, wie viel Infor-
mation erhalten bleibt und wie viel weitergegeben wird.
Weiterhin erlaubt (51) eine robustere Weiterleitung des
Gradienten bei der Backpropagation. Beispielsweise ist
die Ableitung von s® nach s@ einfach f und wird
nicht durch eine (potentiell hohe) Potenz einer Gewichts-
matrix modifiziert.
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5.3.3 Weitere Architekturen und Anwendungen

Eine weitere wichtige Anwendung fiir RNNs ist die au-
tomatische Ubersetzung. Abbildung 98 zeigt die Archi-
tektur eines einfachen RNNSs, das einen Text in einer ge-
gebenen Sprache in eine andere Sprache {iibersetzt (hier
Ubersetzung von Deutsch nach Englisch). Das RNN ist in
zwei Teile geteilt, der erste Teil ist verantwortlich fiir das
Lesen und ,kodieren” des Eingabetexts in eine abstrakte
Form mithilfe der Gewichtsmatrizen U und W¢. Beachten
Sie, dass dieser Teil des RNNs keine Ausgabeneuronen
besitzt. Uber eine Schnittstelle via der Gewichtsmatrix W
wird der innere Zustand an den zweiten Teil des RNN5s
geleitet, in dem mithilfe der Gewichtsmatrizen V und we
die Ausgabe generiert (,,dekodiert”) wird. Beachten Sie,
dass der zweite Teil keinen direkten Zugriff auf die Ein-
gabe hat. Anstelle der einfachen in Abbildung 98 darge-
stellten Architektur verwendet man auch LSTMs in einer
dhnlich aufgebauten Weise.

Weitere wichtige Anwendungsgebiete fiir RNNss sind
Sprach- und Schrifterkennung. Auch hier werden Archi-
tekturen wie in Abbildung 98 verwendet und zunéachst
die Eingabe (eine Reihe von digital reprédsentierten Au-
dioschnipseln oder Bilder von Buchstaben/Wértern) ein-
gelesen und im zweiten Teil entsprechend ausgegeben
(beispielsweise als natiirlichsprachlicher Satz). Gerade
bei diesen Anwendungen ist aber auch eine Erweite-
rung der RNNs von besonderer Relevanz, namlich die
bidirektionalen RNNs. Abbildung 99 zeigt hier eine ein-
fache Architektur eines bidirektionalen RNNs (fiir eine
Anwendung in den zuvor genannten Bereichen wiirden
dann die Architekturen in Abbildungen 98 und 99 mit-
einander kombiniert werden). Ein bidirektionales RNN
verfiigt tiber zwei versteckte Schichten & und g, die ent-
gegengesetzt zueinander angeordnet sind. Wahrend die
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»green”

Abbildung 98: RNN fiir automatische Ubersetzung.

Schicht & wie beim normalen RNN funktioniert, so lesen
die einzelnen g-Schichten die Eingabe riickwirts und er-
lauben damit die Einbindung zukiinftiger Informationen
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in die Verarbeitung. Dies ist insbesondere dann wich-
tig, wenn zukiinftige Informationen eine Verarbeitung
vereinfachen. Bei der Handschrifterkennung ist es bei-
spielsweise hilfreich, im Text vorauszuschauen, um zu se-
hen, wie beispielsweise Buchstaben ,1” (klein-L) und ,I”
(grofs-I) an anderen Stellen geschrieben werden, um diese
korrekt zu erkennen. Die beiden Schichten verfiigen tiber
eigene Parametermatrizen uf,Wf, v/ fir die Vorwérts-
richtung bzw. U?, WY, V? fiir die Riickwirtsrichtung.

Gerade bei Anwendungen im Bildbereich (wie bei der
Schrifterkennung) werden RNNs auch mit CNNs (siehe
Unterkapitel 5.2) kombiniert. Zwischen der Eingabe x
und der versteckten Schicht /1 wird hier mithilfe eines
CNNs zundchst die Eingabe ,kodiert” und dann erst in
h weiterverarbeitet. Auch bei der automatischen Bildbe-
schriftung (engl. (automatic) image captioning), bei der au-
tomatisch eine Beschreibung eines gegebenen Bildes ge-
neriert werden soll, findet eine Kombination von CNNs
und RNNs Anwendung. Hier besteht das RNN nur aus
dem zweiten Teil der in Abbildung 98 dargestellten Ar-
chitektur und #® wird direkt mit der Ausgabe des CNNs
gekoppelt.
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Abbildung 99: Bidirektionales RNN.

355



5.4 Lernen von Reprisentationen

Einer der grofien Vorteile von Deep Learning ist die auto-
matische Merkmalsbestimmung. Bei klassischen Ansétz-
en des maschinellen Lernens (siehe Kapitel 2—4) ist die
Definition der Merkmale eine zentrale Herausforderung
und entscheidet mafigeblich iiber den Erfolg eines An-
satzes fiir ein gegebenes Problem. Tiefe neuronale Netz-
werke hingegen konnen direkt mit Rohdaten arbeiten,
also beispielsweise Pixeldaten eines Bildes oder digita-
le (Audio-)Signaldaten. Die fiir das gegebene Problem
entscheidenden Merkmale werden wahrend des Lernens
durch das Netzwerk selbst bestimmt. Dabei lernt ein tie-
fes Netzwerk eine kompakte Reprasentation der Vertei-
lung der Eingabedaten, die fiir das jeweilige Problem
ausreichend ist, um die Eingabe, zum Beispiel, entspre-
chend zu Kklassifizieren. Dies erlaubt es, moderne Deep
Learning-Ansitze weitestgehend als Black Box-Anséitze
anzusehen und anwenden zu konnen, ohne tiefes Ex-
pertenwissen im maschinellen Lernen zu besitzen. Dies
bringt natiirlich auch gewissen Nachteile mit sich, da
Black Box-Ansétze im Allgemeinen schwer zu interpretie-
ren sind. Dies gilt insbesondere fiir tiefe Netzwerke, die,
beispielsweise, Bilddaten mit hoher Genauigkeit klassi-
tizieren konnen (beispielsweise, ob ein Bild eine Katze
oder einen Hund zeigt), es fiir den Anwender aber oft
nicht nachvollziehbar ist, warum eine gewisse Klassifika-
tion gegeben wird. Innerhalb des Forschungsgebiets der
Kiinstlichen Intelligenz hat sich deswegen eine eigene Be-
wegung, die Explainable Artificial Intelligence-Bewegung
(XAI) gebildet, die versucht, interpretier- und erkldrbare
tiefe Modelle fiir das maschinelle Lernen zu entwickeln.
Wir werden uns in diesem Unterkapitel allerdings nicht
mit diesem Aspekt beschiftigen, sondern uns stattdes-
sen einige Netzwerkarchitekturen anschauen, die wei-
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teren Nutzen aus der implizit gelernten Représentation
ziehen. Dieser Unterkapitel ist zudem auch als Ausblick
zu verstehen und wir werden uns die Architekturen nicht
im Detail anschauen.

Wir werden im Folgenden die Architekturen von Au-
toencodern (Abschnitt5.4.1) und Generative Adversarial Net-
works (Abschnitt 5.4.2) diskutieren.

5.4.1 Autoencoder

Ein Autoencoder ist ein Feedforward-Netzwerk, das darauf
trainiert wird, die Eingabe zur Ausgabe zu kopieren. Es
besteht aus drei Komponenten: dem Kodierer (engl. en-
coder), dem Dekodierer (engl. decoder) und dem Flaschen-
hals (engl. bottleneck). Der Kodierer und der Dekodierer
sind (potentiell mehrschichtige) neuronale Netzwerke,
die tiblicherweise antisymmetrisch aufgebaut sind (die
Anzahl der Eingabeneuronen n des Kodierers entspre-
chen der Anzahl der Ausgabeneuronen des Dekodierers
und andersherum). Der Flaschenhals besteht aus einer
Neuronenschicht, deren Anzahl 7 tiblicherweise gerin-
ger ist als die Anzahl der Eingabeneuronen des Kodie-
rers. Eine Darstellung eines Autoencoders ist in Abbil-
dung 100 zu finden. Der Kodierer realisiert damit eine
Funktion f: R" — IR", wohingegen der Dekodierer eine
Funktion ¢ : R? — R” realisiert. Gegeben ein Datensatz
D ={x®,..., xM} mit x) € R"”, wird ein Autoencoder dar-
auf trainiert*’, dass go f die Identitdtsfunktion realisiert,
d.h., die Kostenfunktion L% ist definiert als der qua-
dratische Fehler zwischen dem Abstand von x € D und

47 Das tatsdchliche Training erfolgt wie bei normalen Feedforward-
Netzwerken durch Backpropagation und Optimierung durch bei-
spielsweise Stochastic Gradient Descent.
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Kodierer v Dekodierer
Flaschenhals

Abbildung 100: Allgemeine Architektur eines Autoenco-
ders.

(g fHl):
[™°(D,go )= ) Ik~ (go AP (52)
i=1

Fiir den Fall n = # minimieren fi4 und g¢'¢, definiert als
fd(x) = ¢4(x) = x, die Kostenfunktion L3 trivialerwei-
se. Ist 71 kleiner als 1, so miissen Kodierer und Dekodierer
darauf trainiert werden, eine Eingabe x so zu komprimie-
ren, dass sie bestmoglich wieder dekomprimiert werden
kann. Ahnlich wie die Hauptkomponentenanalyse (siehe
Unterkapitel 3.5) kann ein trainierter Autoencoder also
dafiir genutzt werden Daten zu komprimieren. Fiir die
eigentliche Anwendung werden dann Kodierer und De-
kodierer (mit ihren gelernten Gewichten) voneinander
getrennt. Der Kodierer kann dann dazu genutzt werden,
Daten zu komprimieren und der Dekodierer kann kom-
primierte Daten wieder dekomprimieren. Die Werte des
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Flaschenhalses f(x) zu einer Eingabe x nennt man auch
den Code von x und fiir 71 < n heifst der entsprechende
Autoencoder undercomplete. Sind alle Aktivierungsfunk-
tionen linear, so kann gezeigt werden, dass der optimal
trainierte Autoencoder tatsdchlich auch die gleiche Kom-
pressionstruktur erzeugt wie PCA. Werden nicht-lineare
Aktivierungsfunktionen genutzt, so konnen komplexere
Merkmale genutzt werden, um die Daten noch effektiver
zu komprimieren.

Ein Autoencoder mit 71 > n heifst overcomplete und kann
auch sinnvoll sein, wenn ein Regularisierungsterm in die
Kostenfunktion (52) integriert wird. Ein sparse Autoenco-
der (SAE) ist overcomplete und wird trainiert durch Mini-
mierung der Kostenfunktion L%%¢, definiert als

L2(D,go f) = L™*(D,go )+ 1 Y _ If D)
i=1

wobei A der Regularisierungsparameter ist. Auch wenn
bei 1 > n die Funktionen 4 und ¢'¥ den Term L2*°(D, ¢4 o
fid) minimieren, so kann es andere Représentation f(x)
fiir x € D geben, die den gesamten Term L%*¢(D, g o f) mi-
nimieren. Wie der Name sparse Autoencoder suggeriert,
lernt dieser Reprédsentationen, die im Flaschenhals nur
spdrlich besetzt sind, d.h., viele Komponenten in f(x)
sind Null oder nahe Null. Eine Variante des SAEs ist der
denoising Autoencoder (DAE). Bei diesem wird zunéchst
zu einem Trainingsdatensatz D = {x®, ..., x(M} ein Rau-
schen hinzufiigt, was zu einem neuen Trainingsdatensatz
D ={zD, ..., £} fiihrt. Hierbei wird £ aus x® gebildet,
indem beispielsweise jede Komponente um einen klei-
nen Gaufs-verteilten additiven Term modifiziert wird. Ein
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DAE wird dann durch Minimierung der Kostenfunktion
m
LD, go f) =Y Ix? (g0 HED)?
i=1

trainiert. Der DAE erhdlt also als Eingabe die verrausch-
ten Daten £ und muss das Originaldatum x rekonstru-
ieren. Dies fiithrt dhnlich wie beim SAE dazu, dass der
Code f(x) eine nicht-triviale Représentation der Vertei-
lung in D darstellt und fiir Aufgaben wie Klassifikation
relevante Merkmale gelernt wurden.

Eine weitere wichtige Anwendung von Autoenco-
dern ist die Datengenerierung. Der Dekodierer eines trai-
nierten Autoencoders kann dazu genutzt werden, neue
Daten, die der Verteilung des Trainingsdatensatzes fol-
gen, zu generieren. Dazu wird dem Dekodierer eine zu-
tallig generierte Eingabe eingegeben und die Ausgabe
entspricht dann einem neuen Datum. Besondere Anwen-
dung findet dies beispielsweise bei der kiinstlichen Bild-
generierung, bei der beispielsweise ein Autoencoder auf
Bilder eines gewissen Kiinstlers trainiert wird, und neue
Bilder durch den Dekodierer generiert werden koénnen,
die dem Stil des Kiinstlers entsprechen.

5.4.2 Generative Adversarial Networks

Eine weitere Architektur, die fiir die Aufgabe der
(Bild-)Datengenerierung noch mehr Erfolg in jlingsten
Jahren gezeigt hat, ist die der Generative Adversarial Net-
works (GANSs). Ein GAN besteht aus zwei separaten
Feedforward-Netzwerken: dem Generator und dem Dis-
kriminator. Der Generator ist ein neuronales Netzwerk
mit dhnlicher Struktur wie der Dekodierer bei Auto-
encodern. Als Eingabe nimmt er einen relativ niedrig-
dimensionalen Vektor zufillig generierter Zahlen entge-
gen (iiblicherweise ist jede Komponente Gaufi-verteilt)
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und als Ausgabe produziert er ein synthetisches Bei-
spiel (etwa ein Bild). Der Diskriminator ist ein neuro-
nales Netzwerk, das als Eingabe ein Beispiel erhilt und
entscheiden soll, ob das Beispiel echt ist (d. h., aus dem
gegebenen Trainingsdatensatz stammt) oder vom Gene-
rator erzeugt wurde. Diese beiden Netzwerke werden si-
multan trainiert und dies fiihrt im besten Fall dazu, dass
die final vom Generator erzeugten Beispiele nicht mehr
vom Diskriminator von echten Bildern aus dem Trai-
ningsdatensatz unterschieden werden kénnen. Im Fol-
genden schauen wir uns den Lernprozess bei GANSs et-
was genauer an.

SeiD = {x1), ..., x("M} ein Datensatz (beispielsweise von
Bildern) mit ¥ eR",i=1,...,m. Der Generator realisiert
eine FunktionT: R* - R”, d. h., die Ausgabe vonT'ist von
derselben Dimension wie die Daten in D. Ublicherweise
ist k relativ klein (beispielsweise k = 100). Der Diskrimina-
tor realisiert eine Funktion A : R" — [0,1], d. h., A nimmt
als Eingabe ein Beispiel x aus D oder ein von I' erzeug-
tes Beispiel und gibt als Ausgabe die Wahrscheinlichkeit
A(x), dass x ein echtes Beispiel ist (also A(x) =1 gdw.
x € D und A(x) = 0 gdw. x = T(p) fiir ein beliebiges p € R).
Das Lernen der (hier nicht explizit genannten Gewichte)
in den Funktionen I' und A geschieht abwechselnd auf
wenigen Beispielen. Sei R C D eine zuféllig ausgewadhlte
Teilmenge mit |[R| = m’ (iblicherweise m’ < 5) aus echten
Beispielen und S eine gleich grofie Menge an generierten
Beispielen, d.h., S ={I'(p1),...,I'(pw)} und py, ..., pw sind
zuféllig normalverteilt. Die Funktion Ly definiert durch

La(R,S) ==} log(A(x)) - ) log(1 - A())

X€ER x€S

gilt es zu minimieren: der Ausdruck La(R,S) ist ndmlich
genau dann minimal, wenn alle echten Beispiele als echt
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Backpropagation+Gradient Descent bzgl. LA(R,S)

0 (falsch)

RUS 1 (echt)

A

Diskriminator

Abbildung 101: Ein Schritt im Lernprozess des Diskrimi-
nators bei GANS.

Backpropagation+Gradient Descent bzgl. Lr(P’)

0 (falsch)

Pr = I A 1 (echt)

Generator Diskriminator

Abbildung 102: Ein Schritt im Lernprozess des Genera-
tors bei GANSs.

erkannt werden (A(x) =1 fiir alle x € R) und alle gene-
rierten Beispiele als falsch erkannt werden (A(x) = 0 fiir
alle x € S). Das eigentliche Lernen wird realisiert durch
Backpropagation und Gradient Descent auf der Kosten-
funktion LA(R,S). Abbildung 101 veranschaulicht diesen
Lernschritt fiir den Diskriminator. Nach der einmali-
gen Aktualisierung von A wird im ndchsten Lernschritt
der Generator aktualisiert. Das Ziel des Generators ist es,
den Diskriminator zu tduschen. Dazu generieren wir ei-
ne neue Menge S’ = {['(p}),...,T'(p;,)} und minimieren die
Funktion Ly(S’), definiert durch

Li(s") = ) log(1-AW)

xe§’
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Falls der Diskriminator durch die generierten Bilder ge-
tauscht wird, d.h., A(x) =1 fiir alle x € §’, so ist Lp(S’)
minimal. Setzen wir P’ = {pi,...,pi’n,} so schreiben wir Lt
auch als

Le(P) = ) log(1 - AT(p)
p’eP’

Mit anderen Worten, wir verbinden fiir diesen zweiten
Lernschritt den Diskriminator mit dem Generator und
verwenden Backpropagation und Gradient Descent, um
die Kostenfunktion Lr(P’) zu minimieren. Abbildung 102
veranschaulicht diesen Lernschritt fiir den Generator. Zu
beachten ist hier, dass auch wenn in diesem Schritt Back-
propagation durch den Diskriminator stattfindet, nur die
Gewichte im Generator aktualisiert werden. Die beiden
oben beschriebenen Aktualisierungsschritte von Diskri-
minator und Generator werden abwechselnd durchge-
tiihrt, bis eine Konvergenz festgestellt werden kann.

363






6 Zusammenfassung und Ausblick

Dieses Kapitel schliefst das Buch ,Maschinelles Lernen”
mit einer kurzen Zusammenfassung und einem Ausblick
ab.

6.1 Zusammenfassung

Dieses Buch behandelte nach einer kurzen Einfiihrung
die Grundkonzepte des maschinellen Lernens und disku-
tierte insbesondere iiberwachtes Lernen, untiberwachtes
Lernen, Reinforcement Learning und schlieSlich Deep Lear-
ning.

In Kapitel 2 Uberwachtes Lernen” haben wir uns
einerseits mit einer Reihe klassischer Ansitze fiir eben
dieses, als auch mit allgemeinen Grundkonzepten des
maschinellen Lernens beschiftigt. Zu letzteren gehoren
neben allgemeinen Begriffen wie , Trainings-“ und , Test-
datensatz” auch die Themen der Uber- und Unteran-
passung, sowie die Methodik der Regularisierung. Mit
der linearen Regression haben uns weiterhin mit einem
elementaren Ansatz fiir das Losen des Regressionspro-
blems, also der Vorhersage von funktional abhéngigen
Werten, beschiftigt. Mit der logistischen Regression ha-
ben wir uns eine dhnliche Methodik fiir das Losen des
Klassifikationsproblems, also der Vorhersage von (dis-
kreten) Klassen, angeschaut. Auch Support Vector Machi-
nes adressieren das Problem der Klassifikation und sind
im Gegensatz zur logistischen Regression in der Lage,
durch Auswahl entsprechender Kernelfunktionen kom-
plexere Entscheidungsgrenzen zu modellieren. Weiter-
hin haben wir mit der Ndchste-Nachbarn-Klassifikation
einen konzeptuell sehr einfachen Ansatz zur Klassifika-
tion diskutiert, der kein Training im eigentlichen Sinne
benotigt, aber laufzeittechnisch relativ anspruchsvoll ist
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und komplexe Entscheidungsgrenzen nicht gut modellie-
ren kann. Diesen Ansatz kann man allerdings auch ein-
fach auf Regressionsprobleme anwenden. Im Zuge der
Néchste-Nachbarn-Klassifikation/Regression haben wir
uns auch mit dem allgemeinen Thema der Merkmals-
kalierung beschiftigt, die insbesondere fiir die Néachste-
Nachbarn-Klassifikation/Regression von hoher Bedeu-
tung ist. Mit dem (naiven) Bayes-Klassifikator haben
wir uns mit einem weiteren konzeptuell recht einfa-
chen Ansatz beschiftigt, der allerdings auf einer wahr-
scheinlichkeitstheoretischen formalen Grundlage basiert
und vergleichsweise auch bei komplexeren Problemen
gute Resultate liefert. Schliellich haben wir Entschei-
dungsbdume und insbesondere die Konstruktion von
Entscheidungsbdumen durch den ID3- und den C4.5-
Algorithmus diskutiert. Entscheidungsbdume liefern ei-
ne visuell sehr attraktive Darstellungsform des gelernten
Modells und sind damit (im Vergleich zu vielen anderen
Ansédtzen des maschinellen Lernens) leicht interpretier-
und nachvollziehbar.

Kapitel 3 behandelte ,,Uniiberwachtes Lernen”, des-
sen wichtigstes Problem, die Clusteranalyse, durch die
Vorstellung der Ansidtze des K-Means-Clusterings und
des Hierarchical Clusterings diskutiert wurde. K-Means-
Clustering basiert auf einer iterativen Methodik zum Fin-
den von ,Zentroiden”, die die Mittelpunkte der zu be-
stimmenden Cluster definieren. Hierarchical Clustering
unterscheidet zwischen agglomerativen und divisiven
Ansdtzen und ist prinzipiell parameterfrei beziiglich
der Clusterzahl. Diese Ansidtze konstruieren ein Den-
drogramm, aus dem verschiedene konkrete Clusterings
bei gegebener Zahl extrahiert werden konnen. Mit dem
Single-Link-Clustering und dem DIANA-Ansatz ha-
ben wir uns Vertreter von agglomerativen bzw. divi-
sen Ansdtzen angeschaut. Ein weiteres Problem des
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uniiberwachten Lernens ist das Lernen von Assoziations-
regeln, also Regeln, die Muster in den Daten modellieren.
Mit dem Apriori- und dem FPGrowth-Algorithmus ha-
ben wir uns hier zwei Algorithmen zur Extraktion von
Assoziationsregeln angeschaut. Ein weiteres Problem des
uniiberwachten Lernens ist die Anomalieerkennung, die
wir kurz durch das Verfahren der Dichteabschédtzung ei-
ner Normalverteilung kennengelernt haben. Schliefslich
haben wir uns mit der Hauptkomponentenanalyse ei-
ne Methode zur Dimensionsreduktion eines Datensatzes
angeschaut.

Kapitel 4 fiihrte in die Grundlagen des Reinforcement
Learnings ein. Im Gegensatz zum tiberwachten und un-
tiberwachten Lernen wird beim Reinforcement Learning
nicht aus einem gegebenen Datensatz gelernt. Vielmehr
wird der Lerner in eine Umgebung eingebettet und lernt
aus seinen eigenen Aktionen und den daraus resultieren-
den Beobachtungen. Wir haben uns dazu zundchst mit
den Grundlagen zu Markov-Entscheidungsprozessen be-
schiftigt, die eine einfache Reprédsentation einer Umge-
bung modellieren. Insbesondere haben wir uns Metho-
den angeschaut, die bei vollstandiger Kenntnis des Mar-
kov-Entscheidungsprozesses die Nutzen der Zustdnde
und die optimale Strategie bestimmen konnen (so-
genannte Offline-Verfahren). Anschliefend haben wir
Online-Verfahren diskutiert, also Verfahren, die initial
keine Kenntnis iiber die Dynamik der Umgebung ha-
ben. Hier haben wir zunéchst Verfahren zum Lernen der
Zustandsnutzen (passive Verfahren) kennengelernt, wie
etwa adaptive dynamische Programmierung und Tempo-
ral Difference Learning. SchliefSlich haben wir uns mit ,,ak-
tiven” Verfahren zum Reinforcement Learning beschiftigt,
die die optimale Strategie in unbekannten Umgebungen
lernen. Ein wichtiges Problem in diesem Kontext war das
exploration vs. exploitation-Dilemma, das wir durch das all-
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gemeine epsilon-greedy Learning behandelt haben. Kombi-
niert mit dem Q-Learning haben wir damit einen proto-
typischen Vertreter fiir das aktive Reinforcement Learning
diskutiert.

Kapitel 5 behandelte die Familie der Deep Learning-
Ansdtze zum maschinellen Lernen, die grundsétzlich fiir
Probleme des tiberwachten und untiberwachten Lernens,
sowie des Reinforcement Learnings anwendbar sind (wo-
bei wir uns auf die Anwendung im tiberwachten Kontext
fokussiert haben). Diese Ansitze beruhen auf dem Mo-
dell der kuinstlichen neuronalen Netzwerke, deren Archi-
tektur und Bausteine wir uns zunédchst detailliert ange-
schaut haben. Wegen der grofien Parameterzahl neurona-
ler Netzwerke ist der Lernprozess hier sehr anspruchs-
voll und bedarf spezieller Methoden. Der Backpropaga-
tion-Algorithmus bietet hier eine elegante Losung zur Be-
rechnung der fiir die Optimierung nétigen partiellen Ab-
leitungen. AnschliefSend haben wir uns einige spezielle
Architekturen von kiinstlichen neuronalen Netzwerken
angeschaut. Convolutional Neural Networks sind auf die
Verarbeitung von Bilddaten spezialisiert und nutzen Fal-
tungsoperationen mit geteilten Parametern, um ein unifor-
me Behandlung verschiedener Bildregionen zu realisie-
ren. Recurrent Neural Networks sind auf die Verarbeitung
von Sequenzdaten wie natiirlichsprachliche Sitze ausge-
legt. Sie beinhalten Komponenten fiir ein ,Ged&dchtnis”
und sind rekursiv definiert, um Elemente an verschiede-
nen Positionen einer Eingabesequenz in gleicher Weise
zu verarbeiten. Schliefslich haben wir uns mit Autoen-
codern und Generative Adversarial Networks Ansdtze zum
Lernen von Reprdsentationen angeschaut.

368



6.2 Ausblick

Das Buch ,,Maschinelles Lernen” bietet einen breiten Ein-
stieg in das Thema des maschinellen Lernens, aber kann
natiirlich nicht alle Aspekte und Ansitze beleuchten.
Weiterhin fokussiert dieses Buch auch auf die prakti-
schen Aspekte des maschinellen Lernens. Theoretische
Aspekte, insbesondere zum Thema der algorithmischen
Lerntheorie, wurden hier nur wenig diskutiert.*® Gera-
de in Kapitel 4 und 5 haben wir uns auf eine Darstel-
lung der Grundlagen zu Reinforcement Learning und Deep
Learning beschrdnkt. Einen tieferen Einstieg zu Reinfor-
cement Learning bietet [14]. Eine Kombination von Rein-
forcement Learning und Deep Learning ist Deep Reinforce-
ment Learning. Der Deep Q-Learning-Ansatz[9, 10] benutzt
Convolutional Neural Networks zur Reprasentation der Q-
Funktion und ist dadurch signifikant skalierbarer als nor-
males Q-Learning. Der Bereich des Deep Learnings hat in
den letzten Jahren sehr viele neue und vielversprechen-
de Ansitze hervorgebracht. Zu nennen ist hier beispiels-
weise das Transformermodell [16], das insbesondere im
Bereich der Sprachverarbeitung Modelle basierend auf
Recurrent Neural Networks abgelost hat. Aktuelle Systeme
basierend auf dem Transformermodell wie ChatGPT#
zeigen hier eindrucksvoll die Moglichkeiten dieser Tech-
nologie.

48 Einen guten Einstieg zur algorithmischen Lerntheorie bietet bei-
spielsweise Kapitel 5 in [8].
49 http://chat.openai.com/chat
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Mini-batch Gradient Descent, 319
Mittelwert, 18

ML-Hypothese, 109

Neuron, 287
Neuronales Netzwerk, 287
Norm

Euklidische, 12, 80, 96, 148
Normalenvektor, 83
Normalverteilung, 19, 111
Nutzen, 248, 253

O-Notation, 12

Offline-Lernverfahren, 247

One-Hot-Kodierung, 340

Optimierungsproblem, 17, 30, 32, 59, 80, 86, 126, 229, 235,
300

Orthogonalitdt, 16

Orthonormalitit, 16, 234

Output gate, 351

Padding, 327, 330

Parameter, 27

Parameter Sharing, 338

Perzeptron, 291

Policy iteration, 257

Polynomielle Merkmalserweiterung, 44, 73
Pooling, 334

Probelauf, 262
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Pramisse, 187
Préazision, 65

Q-Funktion, 281
Q-Learning, 281
Quadpratischer Fehler, 30

Rauschen, 110
Regression, 21, 97
Lineare, 23, 110, 232, 290
Logistische, 57, 231, 291
Polynomielle, 45
Regularisierer, 51
Tikhonov-Regularisierer, 52, 87
Regularisierte Kostenfunktion, 51
Regularisierung, 51, 76, 359
Regularisierungsparameter, 51, 86
Reinforcement Learning, 10, 241
Aktives, 273
Passives, 261
Rekurrente neuronale Netzwerke, 340
Rekurrentes neuronales Netzwerk
Bidirektionales, 352
RelU, 302
Représentationslernen, 357
Ridge-Regression, 52

Schwellwertfunktion, 288, 302
Sensitvitit, 65
Sigmoid-Funktion, 57, 290, 302
Skalarprodukt, 14

Softmax, 304

Softplus, 302

Sparse Interaction, 338
Standardabweichung, 18
Standardisierung, 101, 154, 226
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Startzustand, 243
Stochastic Gradient Descent, 319
Strategie, 241, 246
Konstante, 246
Probabilistische, 247
Strategieevaluation, 257
Strategieverbesserung, 257
Stride, 330
Stutzvektor, 83
Support, 188
Support Vector Machine, 78, 291
Hard-margin, 87
Soft-margin, 87

TDIDT-Algorithmus, 128

Temporal Difference Learning, 269

Tiefes Netzwerk, 298

Transaktion, 186
Transitionswahrscheinlichkeitsfunktion, 243
Transposition, 12

Tragheitsmafs, 158

Umgebung, 243
Unabhiéngigkeitsannahme, 117
Unteranpassung, 45
Uniiberwachtes Lernen, 10, 143

Value iteration, 252

Vanishing gradient problem, 320, 348
Varianz, 18, 237

Varianzfehler, 47

Vektor, 12

Versteckte Schicht, 296
Verzerrung-Varianz-Dilemma, 46
Verzerrungsfehler, 46
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, 19
Wahrscheinlichkeitsverteilung
Bedingte, 18
Diskrete, 18
Wortvorhersage, 340

XAl 356

Z-Transformation, 101, 155, 226
Zellzustand, 349

Zentroid, 148

Zielvariable, 23

Zielzustand, 243

Zustand, 243

Zustandsraum, 243

I::Jberanpassung, 37,45,76,140
Uberwachtes Lernen, 9, 21
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